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Capitulo

Producto interior y espacios de
dimension finita

1.1. Trabajo y producto punto

El producto interior aparece de manera natural en problemas de
fisica asociados con el concepto de trabajo. Asi pues, empezaremos
por dar una breve discusion sobre como se calcula el trabajo. Si se
recuerda, en una primera instancia el concepto fisico de trabajo se
define como el producto de la magnitud de la fuerza por la distancia
recorrida al aplicar dicha fuerza. Sin embargo, cuando se conciben
las fuerzas y los desplazamientos como vectores en el plano o en el
espacio, la definicion de trabajo debe tomar en cuenta que las fuerzsa
y el deplazamiento resultante no necesariamente son paralelos.

En este caso la definicion del trabajo es el producto de la
componente de la fuerza en la direccién del movimiento por la distancia
recorrida.

lIFllcosq

Figure 1.1

De la trigonometria elemental uno tiene que la componente de la
fuerza en la direccion del desplazamiento es ||F| cos 6, donde es el

1



2 1. PRODUCTO INTERIOR Y ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

angulo 0 que forman la fureza F y el desplazamiento d (ver figura 1.1)
y ||F|| es la magnitud de la fuerza. Como la distancia recorrida es la
magnitud del desplazamiento, esto es ||d|| se obtiene que el trabajo
fisico T esta dado por la férmula

T = (|[F|| cos ) ||d]| = |[F|| [|d]| cos &

Asi, el trabajo se puede calcular si se conoce el angulo 0 que forman F
y d y sus correspondientes magnitudes.

A partir de esta formula se puede obtener una expresion para
el trabajo en términos de las componentes de F y d en un sistema
rectangular en el plano o el espacio. En efecto, si las componentes de
la fuerza y el desplazamiento estan dadas por

F:f1i+f2j+f3k=(f1’f2!f3)
d= d1i+d2j+d3k= (dl,dz, d3)

Entonces, las magnitudes de F y d son

IFl =/ F2 e 3+ 05y Nl = /a3 + a3 + a3

Figure 1.2

Ahora bien, para obtener una expresion que involucre la expresion
[IE|||ld|| cos @ y las componentes rectangulares de F y d se usa la ley de
los Cosenos en el triangulo que forman F, d y el segmento que une el
extremo final de d con el de F (ver Figura 2). Puesto que el segmento
que une a d con F es paralelo y de la misma magnitud que el vector
F — d se sigue de la ley de los cosenos que

[ — d||* = [[F[|* +[|d||* — 2][F|| |d]| cos 0
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Si ahora expresamos las normas de F, d y F — d en terminos de sus
componentes nos queda la relacion

(fi — d1)* +(f2 — do)* + (fs — d3)°
= (fi+f5+f5)+(d] +d3+d5) — 2|[F||||d] cos 0

Al desarrollar la expresion del lado izquierdo y cancelar términos nos
queda que

fidy + fodo + f3ds = ||F|| ||d]|| cos 0 (1.1)

y por lo tanto el trabajo realizado por una fuerza F con componentes
(f1, f2, f3) que producen un despalzamiento d = (d, d», d3) esta dado
por
T = fidy + fod» + f3d3

Como el trabajo se define originalmente como un producto, la
expresion del lado derecho de esta igualdad se suele representar como
F-d, esto es

F-d= fidi + fod2 + f3d3

y es llamado el producto punto de F por d.

1.2. El producto punto y la geometria euclidiana en el espacio

La simplicidad para calcular F-d en términos de componentes
rectangulares junto con la igualdad

F-d= fid, + fods + f3d3 = ||F|| ||d]| cos € (1.2)

le da al producto punto un caracter geométrico relevante ya que los
dos elementos fundamentales de la geometria euclidiana, magnitud y
angulo, se sintetizan en esta expresion.

Puesto que las fuerzas y desplazamientos son vectores y sus
magnitudes corresponden a la nocion de longitud euclidiana de
vectores, podemos abstraer la definicion de producto punto de su
contenido fisico y estudiar sus propiedades geométricas y algebraicas.
Asi, de manera mas general, nosotros damos la siguiente definicion:

DEFINICION 1.2.1. Dados X y ¥, vectores en R3 con componentes
(x1,x2,x3) Y (01, ¥23), definimos el producto punto de X por y, X - y
como

XY =X1Y1+X2)2 +X3)3
En estos términos la relacion (1.2) toma la forma
Xy =x1)1+ X202 + X33 = ||X]| ||| cos € (1.3)

donde 9 es el angulo que forman Xy .
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Una primera consecuencia de esta igualdad es que si X y y son el
mismo, entonces el angulo que forman es 0 y como cos0 = 1 se tiene
que

-~ - - =12
X% =X (1% = [1%] (1.4)
y por ende
%] = vX - x
Otra manera de llegar a esto es observando que de acuerdo a la
definicion X - ¥ = x3 + x3 + x3 y, en consecuencia,

%] = /X2 +x3+x5=VX-X

También es posible calcular el angulo entre dos vectores diferentes
de cero usando el producto punto. De la ecuacion (1.3) se sigue que

cos 0 = %
%[ 171l
y por lo tanto
0 = arccos (icji) (1.5)
%[ |71l

Puesto que los dos elementos fundamentales de la geometria
euclidiana, longitud y angulo, se sintetizan en al producto interior,
varios conceptos geométricos pueden formularse en términos del
producto punto. Asi, por ejemplo, del hecho de que dos vectores
son paralelos si el angulo que forman es de 0° o 180° grados uno
obtiene de (1.5) con € = 0° 0 180° que X - ¥ = (£1) ||X]| ||| (0 en forma
equivalente |X - ¥| = ||X]|| ||||). Mas aun, el reciproco tambien se cumple:
De la igualdad (1.5) se tiene que si X y y son diferentes de cero y
X -y =(£1)]|%|| 7], entonces,

X

0 = arccos (»ya) = arccos (+1)
%[ 1>l

y por lo tanto el angulo entre X y y es 0° o 180°, esto es, los vectores

son paralelos. En sintesis

Dos vectores en R3 diferentes de cero X y y son paralelos, si 'y solo
Si,
Xy = X[ 7]

De modo similar el concepto de perpendicularidad también se
puede caracterizar en términos del producto punto. En este caso
sabemos que cuando dos vectore son perpendiculares el angulo que
forman es 90° y como cos90° = 0 se tiene de (1.3) que X -y =0y
reciprocamente para vectores diferentes de cero se sigue de (1.5) que si
X - y =0, enmtonces, el angulo entre X y y es 90° y en consecuencia
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Dos vectores en R® diferentes de cero X y y son perpendiculares, si
y solo si
X-y=0

También podemos reformular el concepto de distancia. Si x y y son
dos puntos con vectores de posicion X y y respectivamente, entonces,
el segmento que una a x con y es de la misma longitud y direccion que
el vector y — X (ver Figura 3) pero esta longitud es justamente ||X — ||

Figure 1.3

Por lo tanto la distancia entre dos elementos de R3, X y y estd dada

por
dist (%, 5) = [|X — 7|

Admas de esto, el el producto punto tiene las siguientes propieda-
des:

PROPOSICION 1.2.2. Para cualesquiera vectores X,y y Z en R3 se tiene

) X-(P+2)=X-Y+xX-Zy(X+y)-Z=X%-2+y-Z
i) X-(Ay)=AX-y) = (AX) -y, A €R
iiiy X-y=y-X
V) X-X>0yx-Xx=0&x=0.
- 212 T S a2 212 o a2

V) [X+ 207 = [IX]" +2xX - y+ |7 ¥ |x = »|I” = [|X]|" = 2x - ¥ + || 7]

DEMOSTRACION. Mostraremos solo la primera parte de las propie-
dades i) y v) el resto se deja como ejercicio.

i) Si %,y y Z son vectores en R3 con componentes (x1, x>, X3),
(1,2, ¥3) V (21, 22, 23), respectivamente, entonces

YV+Z=1+21,)2+22,Y3+23)
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y de la definicion se tiene que
X (P+2) =x1(1 +21) + X2 (V2 + 22) + X3 (V3 + 23)
= (X1 )1+ XY + X3)3) + (X121 + X222 + X323)
Pero X1 Y1+ Xo Vo + X33 =X+ YV X121 + X222 + X323 = X - Z por lo tanto
X-(y+2)=x-Z
v) Para la demostracién asumimos que las propiedades i) a iv) ya se
han demostrado. Ahora bien, de (1.4) se tiene que

1%+ P = (+9) - (%+)
De la propiedad i) y de (1.4) obtenemos que

Fimalmente de iii) sabemos que y - X = X - ¥ y por ende
1%+ 7% = 1X]* + 7 %+ % - 3+ | 7]
= %[ +2% - 3+ | ¥ O
Las propiedades i) a iii) se pueden sintetizar diciendo que le

producto punto visto como funcién de R3 x R® — R es una forma
bilineal simétrica.En particular uno tiene que

X-(By+y2)=PxX-y+yxX-yy (aX+By) - Z=ax -Z+By-Z
Otras propiedades de caracter geométrico del producto punto son
las siguientes

PROPOSICION 1.2.3. Sean X y ¥ vectores en R3, entonces,
i) (Teorema de Pitagoras) Si X y y son perpendiculares, entonces
- -2 112 112 - =112 =112 -2
[+ 217 = 1%[" + 1711 ¥ 1% = 2" = [1%]" = |7

ii) (El unico vector perpendicular a cualquier otro es el 0) Si % - y=0
para todo v € R3 |, necesariamente X = 0.

iii) (Ley de los cosenos) ||% — ¥||° = [|%[|° +||7]* — 2% - 3

iv) (Identidad de Paralelogramo) || % + ||° + || — ¥||* = 2(|%||* + | 7||°).
Estos resultados y muchas otras propiedades geomeétrica se siguen

de la relaci6 (1.3) y de la proposicién anterior (ver los ejercicios 1 a 8
de este capitulo).



1.3. EL PRODUCTO PUNTO EN RV 7

1.3. El producto punto en RV

La relevancia geométrica del producto punto estriba en el hecho de
que esta operacion junto con las propiedades de espacio vectorial nos
permiten recuperar todas las propiedades de la geometria euclideana.
Nuestra definicion de producto punto es susceptible de ser generalizada
a R™ Nosotros intentaremos llevar adelante esta generalizacion,
procurando destacar las propiedades basicas que le dan ese caracter
geomeétrico al produnto punto.Consideremos el espacio de todas las
"eneadas" de numeros reales, con la suma y multiplicacion por escalares
definidos de la manera usual. Esto es, el espacio vectorial formado por
los vectores de la forma X = (x1,...,x,), X; € R, i=1,...,n, con la
suma

X+Y=(X1+ V1,00 Xn +Yn)
y la multiplicacion por escalares
AX = (AX1, ..., AXy)

Este espacio es llamado R™.
La generlizacion natural del producto punto a vectores en R" es la
siguiente

DEFINICION 1.3.1. Definimos el producto punto de dos vectores en
R", X =(x1,...,Xn) Yy ¥ =(¥1,..., Yn), COMO
X-y=X1Y1+ ... ¥ XnVn
El especio vectorial R" junto con el producto punto es llamado el
espacio euclidiano de dimension n y se denota por E"

A partir de esta definicién y las propiedades algebraicas de los
vectores en R™ uno puede mostrar la siguiente version de la Proposicién
1.2.2:

PROPOSICION 1.3.2. Para cualesquiera vectores X, v y Z en R™ se
tiene

D X-(P+2)=X-y+Xx Zy()2+5/)-z‘=)2 Z+y-Z
i) X% - ( 5/)=2\(>€~5/)=(2\>2)~37,2\6R
iiily X - y=vy-X
v) X XxX>0yx-x=0&x=0
La demostracion de estas propiedadeses exactamente igual que

la de la Proposicion 1.2.2 excepto que en este caso se consideran n
componentes en lugar de 3.
De acuerdo con la relacién (1.4) tendemos que

S 2 a2 2
X-X=Xx]{+X5++X,



8 1. PRODUCTO INTERIOR Y ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

por la tanto la manera de clcular la longitud de un vector en el espacio
euclidiano E™ tendra que ser la siguiente:

DEFINICION 1.3.3. Dado un vector X = (x1,...,Xy) en E" la norma,
magnitud o longitud euclidiana del vector X esta dada por

%] = VX -X=1/x3+ - +x2
y definimos la distancia entre dos vectores X y ¥ de E" como
dist (¥, ) = |7 — X

Notemos que la propiedad iv) de la Proposicion 1.3.2 garantiza que
la norma euclidiana esta definida para todo vector en E"

A partir de esta nocion de longitud o norma y la Proposicion 1.3.2
uno obtiene las siguientes propiedades:

PROPOSICION 1.3.4. Sean X y y vetores en E™ entonces,
i) %) =%-%

ii) %] >0y %] =0&%=0
i) [|[AX]] = |A[[|1x]]
W) (% + 3| = %] + 2% 7+ |7)° v 1% - 77 = 1%])° - 2% - 5+ |9
V) 4%y =[x+ Y° - % - Y|

DEMOSTRACION. 1) Se sigue directamente de la definicion.

ii) Puesto que en la definicién de norma se considera la raiz positiva
de X - X, es claro que ||X|| > 0. Por otra parte sabemos que X - X = 0
siy solo si X = 0 (prop 1.3.2-iv), por lo tanto ||)2||2 =0« x=0quees
equivalente a la segunda parte de iv)

iii) De la definicion de norma y la proposicion 1.3.2-ii) se sigue que

A%]] = \/(A%) - (A%) = /A (- (A%))

=2 (%) =N/ (%- %)

= |A] |l

lo que muestera iii).
iv) Mostraremos solo la segunda parte. De las propiedades de
espacio vectorial de E™ se tiene que

1%~ 3 = %+ (=D >)|’
y de i) obtenemos

%+ (D) = (£+ (D)) - (£+ (D))
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finalmente combinando i) y ii) de la Proposicion 1.3.2
1% = 2|* = (£+ ((-D¥)) - (X + ((-1)7))
=X-X+(-2)X-y+y-y
= |%|* — 2% 3+ |7 O
En la seccion anterior vimos que el producto punto en el espacio
estd vinculado con la nocén de angulo, mediante la formula X - y =
I%]| |7’|| cos 0. Sin embargo, en R" no hay una manera natural de

definir el angulo entre dos vectores. Una alternativa en este caso es
definir el angulo entre dos vectores diferentes de cero X y ¥ via la

formula L.
0 = arccos (icji)
([ 1171l

La dificultad de esta definicioén estriba en que el arcocoseno esta
definido para valores entre —1 y 1 y por ende para que el angulo
esté bien definido para cualesquiera dos vectores diferentes de cero
en R" es necesario que el cociente X - 3/ ||X|| ||| sea un valor entre
-1 y 1. Afortunadamente esta condicion es garantizada por la famosa
desigualdad de Cauchy- Buniakovski- Schwarz.

ProPOSICION 1.3.5 (Cauchy-Buniakovski-Schwarz). Sean X y y vec-
tores en E", entonces,
X -yl < X[ |7
Mas aun, la igualdad se da si y solo si X = Ay para algun nuimero
real A.

DEMOSTRACION. Es claro que si y = 0 la desigualda se cumple, asi
pues asumiremos que Yy # 0. De la propiedad iv) uno tiene que

0 < [|I% — uy|* = (% — uy) - (% — u3),Yu € R
Utilizando las propiedades i) y iii) obtenemos
0 < ||R[|* — 2u% - 3+ p2||7]|*, Y € R

Puesto que esta desigualdad es valida para toda p real, también es valida
para el valor de p para el cual la expresion ||%||* — 2u% - y + u? || ¥||°
toma su valor minimo, esto ocurre cuando u = % - ¥/ ||7||°. De esto se
sugue la desigualdad 0 < || || — (¥ - 3)?/ || 7||°. Despejando el producto
punto obtenemos la desigualdad deseada.

Para ver que la igualdad se cumple si y so6lo si los vectores son
paralelos, empecemos por obsevar que en el caso en el que |X- Y| = || X- Y|
obtenemos, para u = = ||%|| /||| que ||¥ —uy|° = 0 lo que implica
que X = uy. Reciprocamente, si X = Ay se tiene del hecho de que
IAD|[* = A% | ¥]* y de [|% — AP||* = 0 que % - 3 = [|%[| | ] - 0
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OBSERVACION 1. Es importante senalar que la demostracion de la
desigualdad se basa exclusivamente en las propiedades de i) a iv) de la
Proposicion 1.3.2 del producto punto.

Con base en este resultado nosotros damos la siguiente definicion:

DEFINICION 1.3.6. El dngulo entre dos vectores no nulos X y y en E"

se define como
arccos <icji> =0
11 1]l

donde arccos se considera como la rama de la funcién inversa del
coseno con valores en [0, 17].

Tomando esta definicion de angulo como punto de partida y
la norma euclidiana, nuevamente tenemos via el producto punto la
geometria euclidiana en E™. En particular, cuando el producto punto
de dos vectores es cero, se tiene que 0 = arccos(0) = 5 y por ende
los vectores forman un angulo recto. Esto da origen a la siguiente
definicion.

DEFINICION 1.3.7. Dos vectores X y y son perpendiculares u ortogo-
nales siy solo si

x-y=0
En este caso escribiremos X | y.
Algunas de estas propiedades geométricas se dan en la siguiente

PROPOSICION 1.3.8. Sean X y y vectores en E™, entonces,
i) X-y =0 siy solo siel angulo entre X y y es 5 (esto es, si'y solo si

los vectores son perpendiculares)

ii) (Teorema de Pitdgoras) Si el dngulo entre X y y es %, entonces,

S - - -2

1%+ 2||* = [|%]]* + |7

iify Si X -y =0 para todo y € E", necesariamente X = 0.

iv) (Ley de los cosenos) ||% — y||° = ||%||° + [|7]* — 2% - 3

V) (Identidad de Paralelogramo) ||% + || + || — ¥||* = 2(|%||*> + || 7||°).

Estas propiedades geométricas se dejan como ejercicios.

1.4. Espacios vectoriales y el Producto interior.

Como se observo en la secciéon anterior, las propiedades basicas del
producto punto que permiten establecer la geometria euclidiana son
las propiedades de la i) a iv) de la proposicion 1. Mostraremos en esta
seccion que estas propiedades son la base para poder introducir una
geometria euclidiana en un espacio vectorial real arbitrario.
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DEFINICION 1.4.1. Sea V un espacio vectorial real, una funcion
p:V x V — R es llamada un producto interior para V si p satisface las
siguientes propiedades:

) pu,v+w)=pu,v)+pu,w)
i) p(u,Av) = Ap(u,v)
iii) p(u,v) = p(v,u)
iv) p(u,u) > 0,vu e Vyp(u,u)=0<=u=0

NOTACION 1. Cuando una norma p se ha elegido como el producto
interior en V, nosotros escribiremos (u,v) en lugar de p(u,v) para
remarcar que la forma p se considera como un producto interior en V.

Para introducir la geometria euclidiana en un espacio vectorial con
un producto interior (V, (-, ->) es requisito indispensable que en V se
considere como nocién de longitud aquella definida por el producto
interior. En términos mas precisos

DEFINICION 1.4.2. Sea (V, (-, ~)) un espacio con producto interior. La
longitud euclidiana o norma dos de un vertor u en V, con respecto al
producto interior (-, -), se define como

el = v/, )
y definimos la distancia entre dos elementos u y v de V como
dist(u,v) =|v —ul,
Vemos ahora lgunos ejemplos de espacios vectoriales con producto

interior

EsempLO 1.1. En R? la forma p(X, ¥) = 4xy1 + 2(x1 V2 + X2 V1) + 4x>
define un producto interior. La longitud euclidiana con respecto aeste
producto es ||X||, = 21/x7 + x1x2 + X5.

EJEMPLO 1.2. Denotemos por P,[x] el conjunto de polinomios
de grado n, esto es, el conjunto de funciones de la forma u(x) =
ag+a;x+---+ayx™ con ag,...,a, numeros reales. Este es un espacio
vectorial con la suma y el producto por escalares de funciones. Dados
los polinomios u(x) = ag+a; x+---+a,x"yv(x)=bg+bix+---+b,x",
definimos la forma p;(u, v) = (1, v), como

n
(w,v), =p1(u,v)=a1b1 +---+anb, = Zaibi
i=0

esta forma define un producto interior en P, [x]. En este caso la norma
dos es
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EjempLO 1.3. Definimos P,[cos x] como el conjunto de polinomios
trigonomeétricos de al forma

u(x) =ag+a; COS X + ... + a, cos™ x

y definimos p; : P, [cos x] x P,[cos x] — R como

(u,v), = p2(u,v) =/ u)v(x)dx
-3
La forma p, define un producto interior en P,[cosx] y la norma
euclidiana correspondiente es

el = / ()’ dx
EsempLoO 1.4. En P,[x] la forma p,(u,v) = (u,v), dada por

1
(u,v), =/ ulx)v(x)dx

-1

también define un producto interior en P,[x]y

1
o=/ | oo dx
-1

Notemos que en un mismo espacio vectorial se pueden definir
diferentes productos interiores, cada uno de ellos, por supuesto, nos
dara una manera de medir longitudes y angulos, ademas de una
interpretacion de la geometria euclidiana en ese espacio. La decision
de cual producto interior debera elegirse en un determinado espacio
vectorial dependera del tipo de problemas que se quieran resolver.
Uno debera tener siempre en mente que si se introduce un producto
interior, entonces la manera de medir longitudes, esto es, la norma
queda subordinada a dicho producto.

Como consecuencia de las definiciones de producto interior y
norma dos se tienen los resultado analogos a las proposiciones 1.3.4 y
1.3.5.

TeEOREMA 1.4.3. La logitud euclidiana o norma en V dada por el
producto interior (-.-) tiene las siguientes propiedades,
D |lu|l2>0y|u|l,=0siysdlosiu=0
i) [[Aull, = |A] [l
i) [+ v]3 = [[ull3 + 2(u, v) + V] ¥ f[u— viE = ]2 — 2 (u, v) +||v]}
iv) 4 (u,v) = |lu+v|; - u—v|;
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TEOREMA 1.4.4 (Desigualdad de Cauchy-Bunikovski-Schwarz). Sea
(-, -y un producto interior en V, entonces,

[(w, w)] < Jlull, (vl
Mas auin la igualdad se da siy solo si u = Av para alguna A real.

La demostracion de estas propiedades es enteramente analoga a la
de las proposiciones 1.3.4 y 1.3.5.

Puesto que en este caso también se cuenta con la desigualdad de
Cauchy-Bunikovski-Schwarz podemos definir el concepto de angulo en
un espacio vectorial real con producto interior

DEFINICION 1.4.5. Dado un espacio vectorial con producto interior
(V, (-, >) definimos el angulo entre dos elementos no nulos u y v de V

como
u-v
0 = arccos ()
[ull, (vl

Donde arccos toma valores en [0, T7].
Una consecuencia inmediata de esto es el siguiente resultado:

TEOREMA 1.4.6. Sea V un espacio vectorial con el producto interior
(-, -), entonces, para cualesquiera vectores diferentes de cerou, v € V

(u, v) = [lull, [lv]|, cos @

De modo analogo a como se hizo en la seccién precedente tambien
tenemos una manera de definir perpendicularidad entre vectores.

DEFINICION 1.4.7. Sea (V, (-,-)) un espacio vectorial real con pro-
ducto interior. Diremos que dos vectores u y v en V son ortogonales
siy solo si

(u,v)=0
En tal caso escribiremos u L v.

Por supuesto un puede demostrar la siguiente version de la
Proposicion 1.3.8

PROPOSICION 1.4.8. Sea (V, (-,-)) un espacio con producto interior y
sean u y v vectores en V, entonces,
i) u-v=0siysolo siel dngulo entre u y v es % (esto es, si'y solo si los
vectores son perpendiculares)
ii) (Teorema de Pitagoras) Si el angulo entre u y v es 7, entonces,
[+ v* = flulf* + v
iii)y Siu - v =0 para todo v € V, necesariamente u = 0.
iv) (Ley de los cosenos) |u —v||* = |ul® +|v||* = 2u-v
V) (Identidad de Paralelogramo) ||u +v|* + [[u — v|* = 2(Ju|* + [[v]|*).



14 1. PRODUCTO INTERIOR Y ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

1.5. Proyeccion ortogonal

Un problrma de interés es el siguiente: Dado un subespacio y un
punto v encontrar la distancia mas corta del punto v al subespacio.
Veremos en esta seccion como via el producto interior se puede
encontrar el punto p del subespacio mas cercano al punto v y, en
consecuencia la distancia mas corta de v al subespacio.

Consideremos primero el caso de una recta en el espacio, la cual es
generada por un vector U y sea v un punto fuera de ella (figura 1.5).
Queremos encontrar el punto p en la recta mas cercano a v.

Figure 1.4

Por una parte uno tiene del teorema de Pitagoras que el punto p en
la recta generada por 1 y que estd mas cercano a v debe estar al pie de
la perpendicular a nuestra recta y que pasa por v (ver figura 1.5)

En efecto, si g es cualquier ortro punto en la recta generada por el
vector i, entonces, p,q y v son los vértices de un triangulo rectangulo
(ver figura 1.5) cuya hipotenusa es de longitud igual a la distancia de
v a q y como la hipotenusa es mayor que cualquiera de las catetos se
tiene que la distancia de v a p es menor que la distancia de v a g.

Por otra parte, el punto p que minimiza la distancia de v a la recta
generada por U debera ser el extremo final de un vector p paralelo a .
Por lo tanto, si al vector de posicion de v lo denotamos por v, entonces,
el vecor U — p es paralelo al segmento que va de p a v y de la misma
longitud.

Asi que U — p debe ser ortogonal a i y la distancia mas corta de v
al subespacio generado por i es justamente ||V — p||.

Si ahora consideramos el caso de un plano IT que pase por el origen
y un punto v cualquiera en el espacio.
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Figure 1.5

Figure 1.6

Nuevamente, por el teorema de Pitagoras, tenemos que el punto p
del plano mas cercano al punto v debe ser el pie de la perpendicular
al plano que pasa por v (ver figura 1.5). Por supuesto, si denotamos
por v el vector cuyo extremo final es v y por p al vector de posicién
del punto p, entonces, la distancia mas corta del punto v al plano
IT es justamente ||U — p|. Notemos ademas que el vector U — p es
perpendicular a cualquier vector i en el plano II.

Para el caso general en el que se tiene un elelmento v de un
espacio vectorial real con producto interior (V, (-, ~>) y un subespacio
E es posible demostrar que, en efecto, existe un unico p € FE tal que
|lv — pl|, es la distancia mas corta de v al subespacio E.
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Figure 1.7

TEOREMA 1.5.1 (Teorema de la Proyeccion). Sea (V, (-, -)) un espacio
vectorial de dimension finita con producto interior, sea y sean E un
subespacio de V. Entonces, para cada v en V existe un unico elemento
Pg (v) en el subespacio E que minimiza la distncia de v a E, esto es

v = Pe@)l, = nf{lv — ull, : w € E} = inf v —ul,

Mds aun,
(v—Pp(v),u)=0 YVu € E

en otros términos, el vector v — Pr (v) es ortogonla a todo elemento del
subespacio E.

DEMOSTRACION. La mayor dificultad para probar este resultado es
que no se cuenta apriori con el concepto de "la perpendicular al
subespacio E que pasa por v" asi que uno debe buscar una manera
alternativa de mostrar la existencia del elemento Pg (v) que minimiza
la distancia de v a E. La demostracién de este hecho requiere de
algunas ideas de Calculo avanzado por lo que prevenimos al lector no
familiarizado con los conceptos basicos de espacios métricos.

Sea d la distancia mas corta de v a E,

= inf ||lv —
d = nf [[v —ul,

De las propiedades del infimo sabemos que para cada n € N existe
u, en E para el cual se cumpla que d < ||[v — uyl, < d+% y por lo
tanto para la sucesioé {u,} se tiene que

lim ||’U — un“z =d
n—oo



1.5. PROYECCION ORTOGONAL 17
Mostraremos ahora que {u,} es una sucesiéon de Cauhy en la norma
||-|,- Puesto que
[un — Umll, = [(V —um) — (v — un)|,

se sigue de la identidad del paralelogramo (prop. 1.4.8-v) que

(v —upm) — (v - un)||§ v —um)+ @ — un)||§
=2|v - ”m”g +2[v - ”an
y por lo tanto
it — w3 = 2010 = w3+ 20w = w3 = 10 = ) + W — )3
= 2]V — w3 + 2|V — unlly ~ 1120 ~ (n + wm)]l;
= 2|V — um +2/|v — w3 — 4|jv— 3 (un +um)H§
Como 1 (i, +um) € E se tiene que —4 ||[v — 3 (un +um)|]§ < —4d?% en
consecuencia
[[un — ”m”g <2v- um”é +2 v - un||§ — 44’
y tomando el limite cuando n y m tienden a infinito obtenemos que

im  |[uy — wnl|5 < 2d%+2d° —4d*=0

n,m—oo

Esto muestra que la sucesion {u, } es de Cauchy y puesto que V es de
dimension finita se sigue que la sucesion {u, } converge a un elemento
Pr(v)deEy

lv - Pe(w)]; = hmHv—uNz-mﬂW—uM
Esto muestra la existencia del punto Pg (v) que minimiza la distancia de
v al subespacio E.

Para demostrar que Pg (v) es tnico procedemos por contradiccion.
Suponga que g € E cumple la condicién

lv—al, = mf flv—ull, =d
Entonces, usando nuevamente la identidad del paralelogramo se tiene
que
WHW—q%=HW—PﬂWM+MU—mE—MW—fGHW+qm
=4d® —4|v - Pev +51)H2
pero Pg(v) +q € E por lo tanto —4 ||v — 1 (Pg(v) + q ||2 < —4d? lo que

implica que
|IPE(v) — q||? < 4d? — 4d% = 0
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Resta ver que el vector v — Pg(v) es ortogonal a E. Para ello observemos
que como Pg(v) + w € E para cualquier w € E
lv=Pr); < [lv—Pr@)+w);
2
= |lv—Pr ) F w5
lv = Pe@3 F2 (v — Prv),w) + w]3

por lo tanto
2|(v = Pe(v), w)| < |w||5 YweE
Asi, para cualquier A € R y para cualquier u € E se cumple que
2|(v = Pe (v), Aw)| < || Aul}
y, €n cosecuencia,
2|(v —Pe(v), u)| < Alul; VA€R y VuekE
En particula para A = 0 obtenemos que

[(v — Pp(v),u)| =0 O

DEFINICION 1.5.2. Sea (V, (-, >) un espacio vectorial real con pro-
ducto interior y sea E un subespacio de V. Para cada vector v en V
definimos la proyeccion ortogonal de v sobre E como el vector Pg (v)
en V que minimiza la distancia de v al subespacio E.

OBSERVACION 2. El teorema de la proyeccion nos permite darle
sentido a la epresion "la perpendicular al subespacio E que pasa por v".
En efecto, de acuerdo con el teorema el vector v — Pg (V) es ortogonal
al subespacio E y por ende nos da la direcciéon de la perpendicular a E
que pasa por v.

1.6. Bases ortogonales y ortonormales

Una de las herramiantas mas importantes de los espacios con
producto interior son los conjuntos de vectores mutuamente perpen-
diculares u ortogonales y, en particular, el de bases de vectores mutu-
amente perpendiculares. En esta seccién preisaremos el concepto de
"base de vecores mutuamente perpendiculares", discutiremos algunas
de sus propiedades y desarrollaremos un método para construir dichas
bases.

DEFINICION 1.6.1. Dado un espacio vectorial con producto interior
(V,{-,-)). Diremos que un conjunto de vectores {uy, ..., Um} en V es un
conjunto perpendicular u ortogonal si cumplen la siguiente condicion

(ug, uj) = 0 cuando uy # u;
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cum Una base {uy, ..., u,} de V es llamada una bae ortogonal si es un
conjunto ortogonla y una base de V. Si ademas los elementos de dicha
base tienen norma 1, ||ux||, = 1,diremos que la base es ortonormal.

Una primera propiedad de los conjuntos ortogonales es que si
ningun elemento es cero, los vectores son linealmente independientes.
En efecto, si {u1,...,U;,} €s un conjunto ortogonal con uy # 0 para
k=1,....my

XU+ U + -+ + KUy, =0
entonces, al hacer el producto interior con u; obtenemos que
(qUg + U + -+ + XU, U1) = (0, 1) =0

y cOmo

(0 Uy + 0U + - + O Uy, U1)
=0 (U, Up) + X2 (U, U) + -+ + Oy (U, UT)
se sigue que
o (Ug, UL) + O (U, Ur) + -+ + Oy (U, U1) =0
pero (ug,u;) =0 para k # 1, por lo tanto
o (Uug,uq) =0

y puesto que u; # 0, necesariamente «; = 0. Si procedemos de modo
similar con uy,...,u,, se concluye que &; = &, =... = &, = 0 por lo
que el conjunto es linealmente independiente. Resumiendo

TEOREMA 1.6.2. Sea (V, (-, ->) un espaci vectorial con producto
interior. Entonces todo conjunto ortogonal {u., ..., u,,} que no contenga
al cero es linelamente independiente.

Una caracteristica fundamental de las bases ortogonales es la
siguiente:

TEOREMA 1.6.3. Si{uy,..., Uy} esuna base ortogonal para un espacio
con producto interior (V, (-, >) entonces, para cualquier vector v en V

n

_<v,u1>u +m+<v,un) :Z<v,uk>

= 2 2 Un 2
[uaf3 [[wnll; i (LY

Uk (16)

Si{ui,...,un} es una base ortonormal, entonces
n
v=<v,u1>u1+-~-+(v,un>un=2(v,uk)uk 1.7)
k=1
A las expresiones de la forma (1.6) y (1.7) se les denomina series o
representaciones del tipo de Fourier.
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DEMOSTRACION. Sea {uj,...,u,} es una base ortogonal y v es un
vector cualquiera de V. Puesto que {uy,...,u,} es una base existen
coeficientes &y, &>, ..., &, tales que

V=0qUL+ 00U + -+ KUy
Al hacer el producto interior con ©; nos queda que

(v,ur) = {(oquy + Uz + - + U, U)

o (Ug,Up) + 0o (U, U ) + -+ - + Oy (U, UT)
y como (uy,u;) = 0 para k # 1, concluimos que
(V) = o (u,wu1) = o [ [

por lo tanto

v, U
o = (v, 12>
[l
repitiendo el argumento con u,,..., U, se obtiene que
(v,u) (v, uz) (v, un)
0‘1 = 2 2= yutry n= 2
l[uall; [[uz][; [unlly
Asi .
v, U v, U v, U
)
[l [unll ol
Si ademas la base es ortonormal, entonces ||uk||§ =lparak=1,...,n

por lo que la expresion anterior se reduce a la forma
n
V=(V,up) U+ + (U, Up) Uy = (v, ug) ug O
k=1
Otra ventaja de las bases ortonormales es que la magnitud de
un vector se puede calcular de modo similar a como se hace con los
vectores en R", esto es, como la raiz de la suma de los cuadrados de
las componentes:

TEOREMA 1.6.4. Sea (V, (-, -)) un espacio con producto interior y sea
{uy, ..., uy } una base ortonormal, entonces, para cualquier vector v € V
se tiene que

ol = Vv + -+ o) = |3 0, u)?

Si la base es solamente ortogonal, entonces

nwb=¢“““*+““+@wwf_

2 2
[l [[nll2
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DEMOSTRACION. Sabemos que Hv||§ =(v,v) yque v =(v,uy) U +
+ (v, uy) uy asi que
n n
HUH;: Z(v’uk>uklz<v’uk>uk
k=1 k=1
Si se usan las propiedades i) y ii) de la definicién de producto interior
(Definicién 1.4.1) obtenemos que

n n
||v|\§ (v, ur) Z (v, ug) U, Uy )+ + (v, uy) Z(v,uk>uk,un
k=1 k=1

n n
(v, uy Z v, Ug) (Uk, U1) + -+ (U, Uy Z v, Ug) (Ug, Up)
k=1 k=1
Pero (ug,uj) = 0 excepto cuando k = j por lo que esta expresion se
reduce a la forma

||vH2 (v, ”1> (ui, ug) +---+ (v, ”n>2 (Un, Un)
= (w,un)” a5+ + (v un)® unl;
Finalmente como |u|, = 1 concluimos que
[Vl5 = (v, un)? + -+ (v, un)°

y el rsultado se sigue.
El caso de una base ortogonal es similar a este y se deja como
ejercicio. O

7. El método de Gram-Schmidt

Como se vib en la seccion anterior, las bases ortogonales y ortonor-
males ofrecen grandes ventajas, por lo que resulta relevante poder
construir conjutos y bases ortogonales. En esta seccion discutiremos
un método que nos permite construir un conjunto ortogonal a partir
de un conjunto de vectores linelamente independientes.

Veamos primero el caso en el se tienen dos vectores u y v
linealmente independietes. Como se vi0 anterirmente una maera
de construir vectores mutuamente perpendiculare es considerando,
digamos la proyeccion ortogonal de v sobre el subespacio generado
por u

En efecto, sabemos del Teorema 1.5.1 que si p es el vector
proyeccion de v sobre u, entonces v — p es perpendicular a u. Asi el
par de vectores u y v — p forman un conjunto ortogonal.

Resta ver como calcular, en este caso, el vector p en términos de u
y v. Para ello, obsevemos que como p esta en el subespacio generado
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Figure 1.8

por u, p debe ser de la forma Au para algun valor de A y por tanto
v — p =v — Au es perpendicular a u, esto es

(v—Au,u)y=(v—p,u)=0
De las propiedades del producto interior obtenemos que
(v—2Aau,u)=(v,u) —A(u,u)=0
y al despejar A nos queda
A= (v,u) /[ful
Asi, el vector proyeccion esta dado por

_vw

= 2
(s

y el conjunto {u, v — %u} es un conjunto ortogonal.
2

Observemos ademas que u y v generan el mismo subespacio

que U y v — Tll;ﬁgu En efecto, si w = au + fv, entonces, w =
2

(0( +B <v’“>> u+p (v — <”’”>u) y por supuesto cualquier combinacion

Il Il
(vu)
Il

linealde uy v — u se puede escribir en términos de u y v.

NOTACION 2. Resulta conveniente para la discucién que sigue usar
la expresién [[wy, ..., wy]] para denotar al subespacio generado por los
vectores wy,..., Wy. Esto es,

[wi,...,wll={w e V:iw=xjw; +- -+ QxWg CON &p,..., X € R}
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Consideremos ahora el caso de tres vectores linealmente indepen-
dientes {v1, vz, v3}. Tomemos primero dos vectores, digamos, vy, V2 ¥
construyamos los vectores

u; =V

Vo,V Vo, U
Uy = Uy < 25 1>/U1=’U27 < 25 ;>
l[urll2

2
ol

Por lo visto previamente, sabemos que u; y u, son ortogonales
y generan el mismo subespacio que v; y v, esto es, [[vi,v2]] =
[[11,u>]]. Para construir un tercer vector perpendicular, considermos
la proyeccion de v3 sobre el subespacio [[vy, V2]], esto es, Py, v,) (V3),
entonces, puesto que vz — Py, v, (V3) €s ortogonal a todo vector en
[[vi,v2]] ¥ U1, up estan en [[v;, vp]] se tiene que v3 — Py, v,y (V3) €5
perpendicular a u; y u, lo que muestra que

u; =0
_ <U21ul>
2
Jua |3
U3 = v3 — Py, ,(v3)

U =702 u;

es una base ortogonal de [[vq,V2,V3]]. Mas aun, usando la base
ortogonal {us,u,} de [[vy, v2]] podemos calcular Pjjy, v} (v3). En efecto,
sabemos que
(Pifvy,va1) (U;)’uﬁul L {Plwrvan (v;) Juz)

[l [[uz[

Py, v, (V3) =

por otra parte, como V3 — Py, v, (V3) LU, U
(U3 = Py oy (V3),u1) =0y (V3 — Py vy (V3),u2) =0
de donde se obtiene que
(3, U1) = Py o (V3), u1) ¥ (U3, U2) = (Puy 0, (V3), U2) =0
y por ende

V3, Uy V3, U2
Pl w1 (V3) = < 2> 1 < 2>
[[ua 2 [[uzll;
En particular
Uy =1
V2, U
U =TVp — g
[l
V3, U V2, U
Uy = vy W) (v2, u2)

— u, — Uy
[ |13 [[2]13
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es una base ortogonal para [[vq, Uz, V3]]

TEOREMA 1.7.1 (Gram-Schmidt). Sea (V, (-,-)) un espacio vectorial
con producto interior de dimension finita, entonces, si {v,..., Uy} es un
conjunto de vectores linealmente independientes, los vectores {u, ..., Uy }
dados por la formula

u; =1

J—

Z vf’ b d=2.,k

i=1 ui

forman un conjunto de vectores mutuamente ortogonales que generan
el mismo subespacio que el conjunto {vi,...,vy}. En particular si
{v1, .., Vn} es una base de V, entonces, {ui,...,u,} es una base de
vectores mutuamente ortogonales para V.

DEMOSTRACION. La prueba es por induccion. Para k = 1 no hay nada
que demostrar. Para k = 2 se tiene que

UL =V1 YU =V —

y por lo tanto

Ademas como
V1=U1YV2=Up+
[[vi, v2l] = [[u1, uz2]l.

Supongamos que el resultado es valido para k = m y sea
{V1,..., Vm, Ums1 } Un conjunto linealmente independiente y sean

J—

v, .
UL =V1YU;= Z Ap T Ui j=2,....,m+1
-1 1

Por hipotesis de inducciéon {uy, ..., u;,} son mutuamente perpendicu-
lares y generan el mismo subespacio que {vy, ..., U, }. Sea

m
<Um+1: ui>
Um+1 = Vm+1 — g —0 5 Ui
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entonces para j=1,...,m se tiene que

<um+1, uJ> <Um+1, uJ> i WLI’ZW <ui, uj)

ol
Como (u;,u;) =0sii#0
Va1, Ui
(Ut 147) = (et 1) — 2L
[
v U;
= (U ug) — )
[ uj]
por lo tanto u;.; es ortogonal a u; para j = 1,...,m, esto es,
{U1, e, Um, Um+1} €8 UN conjunto ortogonal y como
v ’
Vm+1 = Um+1 + Z ml ui
(i ||
se tiene que [[Vy,...,Vm, Vnstll = (U1, .. U, Uma]l = (U, ..o, U,
U ]l O

1.8. Problemas

Los problemas 1 a 8 estan dedicados a reformular algunos conceptos
geométricos en términos del producto interior.

1. a) Si u,v y w son tres vectores linealmente depaendientes y de norma
uno, se dice que v esta entre u y w si (u, w) — (u, v) (w, v) < 0. ;Podria
dar un argumento geomeétrico para justificar este criterio? (Sugerencia:
Considere los vectores u — (u, v) vy w — (w, v) v y recuerde que los
vectores son de norma uno).

b) Como se vib, el coseno del angulo entre dos elementos no nulos de un
espacio vectorial con producto interior se puede definir como

(u,v)
[l flvll

En consecuencia, para definir el seno del angulo entre dos vectores
no nulos usando solo el producto interior se puede usar la relacion

sen @ = /1 — cos? 0, esto es

cos 0 = o<o<r

sen 0 =

Demuestre usando solo estas definiciones y los propiedades del
producto interior que se cumplen las siguientes identidades trigono-
métricas

cos(x £ B) =cosxcos B Fsenxsenpf



26

1. PRODUCTO INTERIOR Y ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

(Sugerencia: Considere tres vectores u, v y w de norma uno, con v entre
Uy wy exprese w en términos de la base ortogonal {v,u — (u,v) v}
y use el producto interior)
Muestre que la suma de los angulos internos de un triangulo es .
(Sugerencia: x+ B +y = 1w si y solo si «+ B = 1™ — y y recuerde que
Ccos (1T — y) = — cos y).
Demuestre que, en un triangulo isosceles, las medianas que van a los lados
iguales son iguales y, resiprocamente, si en un tridngulo dos medianas son
iguales, el tridangulo es isosceles.
Demuestre que la suma de los cuadrados de las tres medianas de un
triangulo es 3/4 de la suma de los cuadrados de los lados.
Demuestre que en un paralelogramo la suma de los cuadrados de las
diagonales es igual a la suma del cuadrado de los lados.
a) Muestre que dada la recta ax + by + c = 0 el vector n = (a,b) es
perpendicular a cualquier vector en la direccion de la recta y exprese
la ecuacion de la recta en términos de 7 y un punto en la recta usando
el producto punto.
Exprese la ecuacion de un plano en R? en términos del producto punto
usando un vector ortogonal al plano y un punto en este.
Sea 72 # 0 un vector en R* y Py un punto de R*. ;Como interpretaria
geometricamente al conjunto solucion de la ecuacion 7 - (P — Py) = 0?
(Al conjunto soucion de esta ecuacion se le denomina un hiperplano
en RY)
¢Cual seria su definiciéon de hiperplano en un espacio vectorial con
producto interior?
e) Muestre un hiperplano que pasa por el vector 0 en un espacio
vectorial (V, (-, -)) de dimension n es un subespacio de dimension
n—1.
La formula de la distancia de un punto (§, n) aunarectaax+by+c=0
es

b

-~

C

~

d

=

a

=

a+bn+c
va?+b?

Reescriba esta expresion en términos del producto interior y de una
interpretacion geometrica de la formula.

b) Reescriba la formula de la distncia de un punto a un plano en en
términos del producto punto.

¢) ;Cudl seria la formula de la distancia de un punto a un hiperplano en
un espacio vectorial con producto interior?

a) Muestre que un circulo con centro en Py y radio 7 en el plano se puede
describir como el conjunto de puntos P tales que |P — Py|| = » y que una
esfera en R® esta dada por los puntos P € R?® tales que |P — Py = 7.
;Cual seria su definicién de una "hiperesfera" en un espacio vectorial
con porducto interior?

b) Muestre que el disco en el plano con centro en Py y radio v esta descrito
por los puntos P € R? tales que ||P — Py|| < ¥ y que una bola en R* con
centro en Py y radio 7 es el conjunto de puntos P € R* que cumplen la
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condicion |P — Po|| < 7. ;Cual seria su definicion de una “hiperbola”
en un espacio vectorial con porducto interior?
9. En los ejemplos 1.1, 1.2, 1.3 y 1.4 muestre que los productos ahi definidos
son, en efecto productos interiores.
10. En el ejemplo 1.1 muestre que (1, 0) no tiene longitud 1 pero (%,0) silo es.
;Cual es el angulo entre (1,0) y (1, 1) con este producto interior?
11. a) En P4[x] con el producto interior del ejemplo 1.2 use Gram-Schmidt
para encontrar una base ortonormal a partir de labase {1, x, x%, x3, x“}.
b) En Ps[x] con el producto interior del ejemplo 1.4 use Gram-
Schmidt para encontrar una base ortonormal a partir de la base
{1,x, xz,x3,x4}.
¢) En Pslcosx] con el producto interior del ejemplo 1.3 use Gram-
Schmidt para encontrar una base ortonormal a partir de la base
{1, cos x, cos?® x, cos® x, cos* x}.
12. a) Exprese el vector x° + x> € P4[x] en términos de la base ortogonal
obtenida en el inciso b) del problema anterior.
b) Muestre que sen® x esta en el espacio vectorial P, [cos x] del ejemplo
1.3 y exprese este vector en términos de la base obtenida en el inciso
c) del problema anterior.
13. Demuestre todos los resultados que se dejan como ejercicio a lo largo de
este capitulo.






Capitulo

Operadores Adjuntos, de Proyeccion
y Ortogonales

En este capitulo haremos un recuento de algunas de las propiedades
de ciertas clases de operadores que frecuentemente aparecen en
diferentes problemas de algebra lineal y analisis.

2.1. Operadores Lineales y Matrices

En esta seccion daremos un breve repaso de operadores lineales y
de la manera en que se puede asociar una matriz a un operador lineal,
en espacios vectoriales de dimension finita.

Dados espacios vectoriales U y V, diremos que una funcién
T: U — V es un operador lineal si

T(O(T/_il + Bﬁz) = O(Tﬁl + BTﬁ,g Vﬁ,l,ﬁg c VVg, B e R

Con cada operador lineal uno tiene definidos dos conjuntos el
nucleo o kernel de T y el rango o imagen de T. El primero se define
como el conjunto

kerT={u € U | Tu =0}
y el segundo esta dado por el conjunto
S{v e V|3 e Utal que Ti = v}

Una de las propiedades basicas de los operadores lineales, es que tanto
su kernel como su rango son subespacios de U y V, respectivamente.

Sean U y V espacios de dimension finita, y sea T : U — V un
operador lineal. Entonces, dadas una base de U y una base de V, uno
puede asociar a T una matriz mediante el siguiente procedimiento:

Denotemos por U = {ii,...,U,} a la base de U y por ¥ =
{V1,...,Um} alabase de V. Sabemos que T1i; se puede representar de
marera Unica en la base V' como

T'lij = aljﬁl +---+amj17m

La matriz asociada a T con respecto a las bases AU y V" es la matriz,
A, cuyas columnas son las componentes de los vectores T1i; en la

29
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base V:
an A Ain

A=

aAm1 .- Amn
La relaciéon entre esta matriz y el operador lineal T es la siguiente: Si X
se expresa en la base A como

X=x1Uy+ -+ Xplin

y y = TX esta dado por y = y1U + - - - + V,u Uy, en la base V', entonces,

ay; ... QAin X1 1
aAm1 -+ Amn Xn Ym
En forma mas sintética Ax = y.
También se puede establecrer el reciproco, si U = {tiy,...,U,} €s
base de Uy ¥V = {71,..., U} es base de V, entonces, a cada matriz le

corresponde un unico operador lineal T: U — V.

OBSERVACION 3. Es importante tener en mente que la matriz
asociada a un operador lineal, depende tanto de la base que se elija
en el dominio, U, como de la que se elija en el contradominio, V. Este
hecho plantea el siguiente problema: Dada una transformacion lineal
T: U — V jCuales son las bases de U y V en las que T tiene una
representacion matricial lo mas sencilla posible? Tratar de responder a
esta clase de pregunta es uno de los principales objetivos de este curso.

NoTACION 3. Cuando trabajemos con matrices, usaremos la no-
tacion A = (a;;) para indicar que la matriz A tiene como entrada en el
renglon i, columna j el valor a;;. Esto es, el primer subindice indica el
renglon en el que esta colocado el valor a;; y el segundo subindice la
columna que le corresponde. Si U = V nosotrros hablaremos tan s6lo
de la matriz asociada en la base U, cuando la base U se toma tanto en
el dominio como en el contradominio. Denotaremos por I;y: V — V al
operador identidad Iy X = X y ala corespondiente matriz identidad, y
cuando no haya posibilidad de confusion suprimiremos el subidice.

Cuando se trabaja con espacios de dimensién finita, una trans-
formaciéon lineal T:V — V inyectiva siempre tiene una inversa
T-':V - V,talque TT"! =1y T7'T = I. Sin embargo, en espa-
cios mas generales, estos dos conceptos no son del todo equivalentes.
Por esta razon nosotros usaremos el término no singular para indicar
que nuestro operador es inyectivo y el término invertible para indicar
que T tiene una inversa T! tal que TT~' =Ty T~!T = I. Recuerdese
que en le caso en que T: U — V con U # V, existe una variante en esta
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definicion de invertibilidad; el operador inverso T—' debe cumplir las
condiciones TT~! = Iy y T~'T = Iy. Si esto ocurre diremos que T es
invertible. Por supusto, el operador inverso es unico.

Es importante tener presente que, en espacios de dimension finita,
uno siempre puede asociar a cada operador T: V — V su determinante,
det T, el cual esta dado por el determinante de la matriz asociada a
T en cualquier base (se puede mostrar que el valor del determinante
es independiente de la base que se elija para representar a T como
matriz).

Algunas de los critérios para determinar cuando un operador lineal
en diemension finita es invertible, son los siguientes:

e El detereminante nos da un criterio para saber si un operador
lineal es invertible: T es invertible si y solo si detT # 0

e Otro criterio util para determinar cuando un operador T : V —
V es no singular, es el del kernel: T es no singular si y s6lo si
ker T = {0}.

e Estos dos criterios son equivalentes cuando se trabaja en
espacios de dimension finita. Su contra parte también es muy
usada: ker T # {0} siy solo si detT = 0.

Terminamos esta seccion sefialando un hecho que resulta de
utilidad en problemas concretos.

Cuando uno cuenta con espacios vectoriales con poducto interior
y las base ¢/ y V son ortonormales, el calculo de la matriz asociada
a un operador lineal T : U — V se reduce a calcular los productos
(Tij,v;),i=1,..,m, j=1,..,n En efecto, uno puede mostrar que si
aij = (Tij, V;), entonces, la matriz asociada a T es la matriz A = (a;)).
La verificacion de este resultado se deja como ejercicio.

2.2. El Operador Adjunto

Consideremos ahora un espacio vectorial de dimension finita con
producto interior (V,(:,-)). En este caso, con cada operador lineal
T : V — V, el producto interior permite asociar, de manera natural,
un segundo operador lineal T* : V — V el cual se define, en principio,
mediante la formula

(T4, ) = (4, T"D), Vi, ¥ € V

Esta formula no garantiza a priori que T* defina una funcién y
mucho menos el que T* sea un operador lineal. Para que este sea el
caso, es necesario establecer la siguiente condicion:

Para cada U en V existe un Unico w en V tal que, (T, V) = (i, w)
para todo i en V.
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Si esta propiedad se cumple, la relacién que a cada v le asigna el
vector w, define una funcion T* de V en V y uno puede demostrar,
usando las propiedades de producto interior, que T* es lineal y que
(T, V) = (i, T*V) paratodo iy v en V.

LEMA. Sea (V, (-,)) es un espacio de dimencion finita con producto
interior. Sea T: V — V un operador lineal, entonces

i) Para cada v en V esxiste un unico w enV tal que (Tu,v) = (u, w)
YueVv
ii) La relacion T*v = w define un operador lineal con la propiedad de
que
(Tu,v) = {(u, T*v) Yu,vevVv

Ademds, T* es el tinico operador con esta propiedad.

DEMOSTRACION. Sabemos que V posee una base ortonormal, dig-
amos {uy,.. .,ﬁn}, por lo tanto, todo u en V se puede escribir de la
forma 1 = a ti; + - - - + anti, con a; = (1, ;). Dado U en V definimos
w como el vector w = Zl , (Ti;, V) 1i;. Entonces, para toda 1 en V
se tiene, de la linealidad del producto interior y del hecho de que
{uy,...,Un} es una base ortonormal

(it ) = <uz (Tii;, 0) u> - (T 5 )

1
Por la linealidad del producto interior y de T, obtenemos que

n
(1, ) <Za Tii;, U > = <TZaiﬁi,ﬁ> = (T4, ) Vi € V
i=1

Para mostrar la unicidad, supongamos que 1w’ también satisface la
relacion (T, v) = (i, w'), Vii € V. Sabemos que W' = Zflml,w’mi,
pero (ti;, w') = (Ti;, V), en consecuencia w’ = Z’; (T, V) U = w. (Es
este tipo de argumento el que sugirio la definicion de w).

Es claro de i) que T*v = w define una funcién y la linealidad se
sigue inmediatamente de las propiedades de producto interior y se
deja como ejercicio. Resta ver que T* es el tmico operador lineal con la
propiedad de que

(T4, D) = (id, T*D), Vi, D € V
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Supongamos que S también tiene esa propiedad, entonces, (i, Sv) =
(i, T*U) para toda v € V o, lo que es lo mismo, (i, SU — T*¥) = 0 para
toda U en V lo que implica que Sv = T*v para cualquier v enV. ([

DEFINICION 2.2.1. El operador T* definido en el lema 2.2 es llamado
el operador adjunto de T con respecto al producto interior (-, -).

OBSERVACION 4. En nuestra demostracion de la existencia del
adjunto, hemos explotado el hecho de que nuestro espacio vectorial
tiene una base ortonormal finita. En espacios de dimensién infita este
resultado no es valido en toda su generalidad y, como veremos en
capitulos posteriores, deberan pedirse condiciones adicionales a un
operdor, para que su adjunto este bien definido.

Mostraremos ahora que, la matriz asociada al operador adjunto
T* en una base ortonormal, es la transpuesta de la matriz asociada al
operador T.

TEOREMA 2.2.2. Sea V un espacio vectorial y T: V — V un operador
lineal cuya matriz asociada en una base ortonormal {ii,...,U,} de 'V
es la matriz A = (a;;). Entonces, la matriz asociada al operador adjunto
T*, en esta base, es la matriz At = (bij) conbij=aji (i,j=1,...,n).

DEMOSTRACION. Puesto que {1, ..., %i,} es una base ortonormal se
tiene que Tu; = Y -, (T, ;) u; por ende a;; = (T, ;). De modo
analogo se tiene que b;; = (T*1i;, 1;) = (U, T*1;). Asi, de acuerdo con
la definicion de adjunto, b;; = (T, ;) = aji. O

Se puede generalizar la nocion de adjunto a operadores cuyo
dominio y contradominio no sean el mismo espacio. El procedimiento
seria el siguiente: Dado T : U — V, damos bases ortonormales U/ y V
en Uy V, respectivamente y encontramos la matriz m x n, A = (a;;),
asociada a T en dichas bases. Definimos A* como la matriz n x m
cuyos elementos b;; estan dados por la relacion, b;; = a ;. Esta matriz
tiene asociado, en las bases ¢/ y V', un operador T* con dominio V y
contradominio U. El operador T* es el que, en este caso , definimos como
el adjunto de T. No es dificil verificar que esta definiciéon no depende
de la base ortonormal que usemos para representer a T como matriz,
pero se requiere de algunas propiedades de las matrices ortogonales
que discutiremos mas adelante.

De manera alternativa uno puede definir el adijunto de un operador
lineal T : U — V, utilizando el hecho de que se puede mostrar que si
(-, )y es el producto inteior en U y (-, ), es el producto interior en V,
entonces, existe un unico perador T* : V — U tal que

(Tii, ), = (il, T*¥), Vi € V
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Por supuesto en este caso el operador T* definira al adjunto de
T. En el caso de epacios de dimension finita las dos definiciones son
equivalentes.

Un caso particularmente importante de operadores son los oper-
adores que son su propio adjunto. En forma mas precisa

DEFINICION 2.2.3. Un operador T: V — V es llamado auto-adjunto
siy solo si T es su propio adjunto, esto es,siy so6lo si T = T*.

En este caso uno obtiene del teorema 2.2.2 el siguiente resultado.

TEOREMA 2.2.4. Sea T:V — V es un operador lineal auto-adjunto.
Entonces, siV la matriz A asociada a T en cualquier base ortonormal es
simetrica, esto es A = Al(a;j = aj).

En el capitulo siguiente estudiaremos con detalle las propiedades
de estos operadores. Baste, por el momento, sefialar que si T es
auto-adjunto, entonces (Tu, V) = (1, TU) paratodo @iy U en V.

A continuacion damos una lista de las propiedades mas usadas del
adjunto de un operador.

TEOREMA 2.2.5. Sean T, S: V — V operadores lineales, entonces

i) T es no singular si y solo si T* es no singular y, en tal caso,
(T*)—l - (T—l)*
i) (ITS)* =S*T*
iii) detT* =detT
v) (AT)* =AT* y T* + §* = (T + S)*

2.3. Los operadores de Proyeccion

En es estudio de espacios vectoriales con producto interior,
existen dos clases de operadores particularmente utiles, estos son
los operadores de proyecciéon y los operadores ortogonales. En esta
seccion estudiaremos los primeros.

En lo que resta de este capitulo asumiremos que V es un espacio
de dimension finita con su producto interior (-, -).

Sea FE un subespacio de V, en el capitulo anterior se estableci6é que
todo U € V tiene una Unica proyeccion ortogonal PgvU sobre E, luego
la relacion que a cada v le asigna el elemento en V mas cercano a v,
define una funcién de V en V. Dicha funcién es llamado el operador
de proyeccion o proyeccion ortogonal de U sobre E y la denotamos
también por Pg.

Mostraremos ahora que Py define un operador lineal. En efecto,
dados 1i y v en V, sabemos que 1i — Prti 1 Ey que U — PgU L E luego

o (U — Ppui, w) + B (VU — Pgv, W)
=0Vw e E

(i + BU — (xPpil + BPED), W)
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lo que implica que xti + BV — (xPgti + BPrU) L E. Este hecho junto con
el teorema de Pitégoras garantizan que para cualquier w en E

|t + BT — w||? = ||[ecti + BT — (xPgii + BPED)] + [(Pgii + BPpv) — w]||
= ||xti + BT — (&Pgii + BPeD||* + || Pgii + BPpv) — |
por tanto
|t + BU — | > [|oxti + BU — (Pt + BPET||

para todo w en E, lo que muestra que («Pgii + BPrU) minimiza la
distancia de «xii + BvU al subespacio E. Finalmente, de la unicidad de la
proyeccion ortogonal podemos concluir que

(xPgti + BPEv) = P(x1i + BU)
esto demuestra el teorema

TEOREMA 2.3.1. Sea Pr la funcion que a cada U en V le asigna su
proyeccion ortogonal sobre E. Entonces, Pr define un operedor lineal de
VenV.

DEFINICION 2.3.2. El operador Pr es llamado el operador de
proyeccion u operador proyecciéon sobre E.

Antes de discutir algunas propiedades de los operadores de
proyeccion, introducimos la nociéon de conjunto ortogonal.

DEFINICION 2.3.3. Dado un conjunto A de V definimos el conjunto
ortogonal a A como el conjunto de todos los vectores perpendiculares
a Ay lo denotamos por A+, esto es,

At ={v eV | (U,u)=0Vic A}

AL es un subespacio, puesto que si U; y U, estan en AL, entonces
(¥ + BU2,U) = x (Vy,U) + B (U, 1) = 0 para toda i en A. Obsérvese
que todo i en A es perpendicular a A*.

El siguiente teorema es, en gran medida, consecuencia de las
propiedades geométricas de las proyecciones ortogonales discutidas
en el capitulo 1.

TEOREMA 2.3.4. Sea E un espacio de V y sea Pg el operador de
proyeccion sobre E, entonces,

i) Ppii =1 <= 1 € E. Por lo tanto, el rango de P es E.
ii) ker Py = E*.
iii) I — Pg es el operador de proyeccion sobre E*.
iv) Pg es idempotente, i.e. ,P: = P.
V) P} = P, esto es (Ppil, V) = (Ui, Pp¥U) Vi,V € V.
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DEMOSTRACION. El inciso i) se sigue del hecho de que 1 — Pzii € E
y U — Pgii L E y se deja como ejercicio. Como consecuencia de este
reultado se obtiene iv). Quedan por demostrar ii), iii) y v).

ii) Sabemos que U — PgU L E. Si U € Kker Pg, se tiene que U — Pgv = U
y por ende ¥ L E. Reciprocamente, si ¥ esta en E+,

0=(U— Pg,1) = (V,u) — (Pgv, 1) = — (PgV, 1) Yii € E

en particular para i = P, luego — ||Pg0||* = — (Pg¥, PeD) = 0 y por lo
tanto U € ker Pg7.

iii) Puesto que (I — Pp)w = w — Prw y w — Pgw L E, se tiene que
W — Pgw € E+. Por otra parte w — (I — Pg)w = Pgw L E*, asi podemos
aplicar el teorema de Pitagoraspara concluir que

(I — Pp)w = Pp. (ﬁ/) YweV

Falta demostrar v), para ello, empecemos por observar que para

todauyvevVv
ﬁ=P5ﬁ+(I—PE)a Yy 'DZPEﬁ+(I—PE)ﬁ
De esto, obtenemos las identidades
<PE’II, ﬁ> = <PE’II, PEﬁ + (I — PE)ﬁ> = <PE11, PEﬁ> + <PE11, (I — PE)ﬁ>
<11, P5ﬁ> = <PEIZ + I — PE)a, PEﬁ> = <P517L, PEﬁ> + <(I — PE)ﬁ,PEﬁ>
Finalmente,como el P = Ey S( — Pg) = EL,
(Pgii, (I — Pg)V) = (I — Pp)ii, PgU) =0
por tanto,
(Pgti, V) = (Pgul, Pg¥) = (i, Pgv) Vi, U €V O
Las propiedades iv) y v) enunciadas en el teorema anterior,

caracterizan completamente a los operadores de proyeccion en espacios
de dimension finita en el siguiente sentido:

TEOREMA 2.3.5. Si P: V — V es un operador lineal tal que P> = P
y P* = P, entoces, P es el operador de proyeccion sobre el subespacio
E = SP.

DEMOSTRACION. Sea E = 3P, mostraremos que (U — Pv) 1 E para
todo U € V. Sabemosque para todo i en E existe al menos un w en V
tal que Pw = 1i, asi que

(U — Pv,u) = (U — PU, Pw) = (P*(U — PV), W)
= (P(V — PV), W) = (PU — PV, W)
=(PU— Py, w)=0
Para la tercera igualdad hemos usado el hecho de que P = P*, mientras
que para la penutltima igualdad se aplic6 la idempotencia de P.
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Como consecuencia, tenemos que (U — Pv) L (PU — ). Por el
teorema de Pitagoras

|0 — 1i]]> = (D — PD) + (PD — )|°
= |@ — PO)||° + ||(P — )||* > || — PD|?

para todo 7 en E. Lo que muestra que PvU minimiza la distancia de U a
E =Py por ende, P es el operador de proyeccion sobre E. O

Como consecuencia de estos resultados sobre proyecciones, uno
tiene de manera inmediata que EN E+ = {0} y que todo elemnto de
U € V se puede escribir de manera tinica como elementos de E mas
un elemento de E*. La primera afirmacion se sigue del hecho de que
E =kerPyE+ = ker(I—P). Por tanto, siti € ENEL, Pli=0y i —Pii =0,
lo que implica que 7 = 0. En cuanto a la segunda afirmacion es claro
que U = PU + (I — P)U para todo U € V, asi, todo elmento de V se puede
expresar como suma de un elemento de E mas un elemento de E*. Para
ver que dicha expresion es tinica basta notar que si i+t = Pv+(I —P)v
coni € Ey it € EL, entonces,

U—Po=(I-Pv—du"

Pero i — PU € Ey (I — P/ — it € EY, y ENE* = {0}, por lo que,
necesariamente
UN—Pi=(I-Pw—1it=0

TEOREMA 2.3.6. Sea V un espacio vectorial y sea E un subespacio de
V. Entonces, EN E* = {0} y todo elemnto de V se puede expresar de
manera unica, como la suma de un elemento de E mds un elemento de
E*. Dichos elementos son las proyecciones sobre E y E*.

Este resultado nos permite descomponer a nuestro espacio V en
dos subespacios de dimensién menor y por ende menos dificiles de
trabajar. Nosotros ahora introducimos el consepto de suma directa de
subespacios

DEFINICION 2.3.7. Dado un espacio vectorial V y subespacios E y
F diremos que V es la suma directa de E y F si se cumplen las dos
condiciones siguientes:

i) ENF={0}

ii) Todo elemeneto de V se escriba como suma de un elemento de E
mas un elemento de E mas un elemento de F. En tal caso escribimos
V=E®F.

En forma mas general, si Ey, ..., Ex son subespacios de V tales que
E;NE; ={0} y todo elemento ¥ de V se puede escribir de la forma

V=1 +- -+, coni; €E;
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diremos que V se descompone como suma directa de Ei,...,Ey y
escribiremos V=E; & - - - ® Ej.

Daremos ahora una lista de propiedades de los operadores de
proyeccion cuya demostracion se deja como ejercicio.

TEOREMA 2.3.8. Sea (V,(--)) un espacio vectorial con producto

interior y sean Py Q operadores de proyecciones, entonces

i) (Pii,u) = ||Pil]°, Vi € V

if) ||Piil|| = ||i|| siy sdlo siti € SP.
iii) SP L 3Q siy solo si PQ = 0, en este caso escribiremos P 1. Q
iv) P+ Q es un operador de proyeccion siy solo si PQ = 0

V) PQ es un operador de proyeccion siy solo si PQ = QP
vi) P — Q es un operador de proyeccion si y solo si SQ C SP

Un resultado que nos sera de utilidad mas adelante y que se
desprende de este teorema es el siguiente:

TEOREMA 2.3.9. Sean Pi,...,P, proyecciones sobre V y sea P =

Z?;l P;, entonces, P es una proyeccion si 'y solo si P; L Pj para i # j
Ademas, si P es proyeccion, entonces,

SP=SP1 @@ SPy

DEMOSTRACION. Si la familia de {P;} es ortogonal, i.e., P; L P;j para
cada i # j,se tiene, del inciso iii) del teorema anterior que

k k k k
PP=(Q P)Y P)=) Pi=) Pi=P
i=1 i=1 i=1 i=1

Por otra parte

(Pii, U) = <Zpa*> < Zpﬁ> (ii, PD)

para toda 7 y U en V 1o que muestra que P = P*.
Si P es proyeccion y i esta en el 3Pj, se tiene que
k k
i, i) L2 L2 2
]| > [P = Y= (P, i) =Y ||Pai|® > [P = |

i=1 i=1
Esto implica, por una parte, que P;ii = 0, i # j, y en consecuencia
1 L SP; (teorema 2.3.1-ii)) y por la otra, que 1i esta en el rango de P.
Asi, P; L Pjparai# jy SP; C SP. Mas aun, puesto que los rangos
de las P; son mutuamente perpendiculares, su suma diercta esta bien
definida y

P @ ... ¢ P, CC 3P
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Pero si 1i € 3P, entonces,
k
ﬁZPﬁIZPiﬁegpl@'“@%Pk
i=1
lo que muestra que el rango de P es la uma directa de los rangos de las
P;. O

No esta por demas insistir en que, para definir el operador de
proyeccion, hemos usado implicitamente la hipotesis de que V es un
espacio de dimension finita. Para espacios mas generales, habra que
imponer condiciones adicionales al subespacio E y al operador P si
queremos que los teoremas 2.3.6 a 2.3.9 sean validos.

2.4. Operadores Ortogonales y unitarios

La clase de operadores que preservan la métrica euclidiana, no
solo son de interés en geometria, su utilidad en analisis, algebra
y, las aplicaciones en general, lo hacen particulamente importantes.
En esta seccion daremos una caracterizacion de estos operadores en
espacios vectoriales de dimensién finita y mostraremos algunas de las
propiedades de las matrices asociadas a dichos operadores.

Empecemos por recordar que si V es un espacio con producto
interior, entonces, V tiene una norma asociada con dicho produto
interior. La norma esta dada por la formula ||| = (1, ).

TEOREMA 2.4.1. Sea R:V — V un operador lineal, entonces, las
siguientes proposiciones son equivalentes:

i) ||Rii|| = ||ui|| paratoda i en V
ii) (Rii,RV) = (1i, V) para toda iy v en V
iii) R"R=1yRR* =1
iv) R es invertible y R~ = R*
DEMOSTRACION. i) = ii) Pusto que 4 (i, ¥) = |1 + 0||° — ||i — U||° y
[Rui + RU|| = |[7i + V|| y [[Ru — RV = [[u — U
se tiene que
4 (11, D) = |Ri + RD||* — ||R1i — RO||°
Si desarrolamos las normas que aparecen en la derecha de la igualdad,
enterminos del producto interior obtenemos que
|Rw + RD||* — ||R1i — RO = 4 (Rui, RD)
y por ende
4 (1i, V) = 4 (Rii, RV)
ii) = iii) Deacuerdo con la definicién de adjunto, se tiene de ii) que
(R*R1i, V) = (i, V) paratoda i, U € V en consecuencia para cada ii € V,
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(R*Rti — 1i, V) = 0 para toda v € V lo que implica que R*Ru — i = 0
para todo 1 € V, por lo tanto, R*R = I. De modo similar uno obtiene
que RR* =1.

iii) = iv) Se sigue de la deficicién de operador inverso.

iv) = i) Puesto que R es invertible, (R™'Rui, i) = (i, ) = |ui]".
Por otra parte, como Rl =R*

(R™Ri, 1) = (R*Rui, 1) = (Rui, Rii) = ||Rui|®
Lo que muestra que ||Rii|° = ||7i]. O

DEFINICION 2.4.2. Un operador R : V — V para el cual se cumple la
condicion
[Rul| = [[ul] vu eV
es llamado un operador ortogonal en V.

El hecho de que R*R = I, da una caracteristica particular a la matriz
asociada a un operador ortogonal o unitario R : V — V en cualquier
base ortogonal. A saber las columnas de la matriz son mutuamemte
parependiculares y de longitud 1. En efecto, si denotamos por O
la matriz asociada a un operador ortogonal y si wy,...,w, son los
vectores columna de O, entonces, el elemento (;; de la matriz O*O
esta dado por t;; = > ;_, whwjk, donde w; es la componente k del
vector columna w; y wj es el elemento k del vector columna w; y wiy
es el elemento de k del ve ctor columna ;. Asi, si O es la matriz
asociada R en una base ortorormal, se tiene que O*O = I y por ende

Ll’j = 'Lvi . 11}]' = (Sij, donde
1 sii=j
61’]’:{

0 sii+#j
Lo que muestra que las columnas de O forman una base ortonormal para
R"™. Una matriz con esta propiedad es llamada una matriz ortogonal.

TEOREMA 2.4.3. Un operador es ortogonal si y solo si la matriz
asociada a ese operador en alguna base ortonormal es una matriz
ortogona, esto es, siy solo si las columnas de la matriz asociada forman
una base ortonormal.

En el caso del espacio euclidiano una matriz ortogonal O puede
interpretarse como una rotacién de los ejes coordenados, la cual
transforma dichos ejes en los ejes determinados por los vectores
columna de la matriz O y por tanto como un cambio de cooordenadas
rectangulares. De la misma manrera, en el caso de un espacio con
producto interior, uno puede pensar a un operador ortogonal como un
cambio de coordenadas que preserva la norma y el producto interior.
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2.5. Problemas

1. Sea (V, (-, -)) un espacio de dimension finita con producto interior.

a) A un operador lineal definido en V, cuyo contradominio er R se le
llama funcion lineal. Muestre que el conjunto funciones lineales de V
es un espacio vectorial. Este espacio vectorial es llamado el dual de V
y se denota por V*.

b) Muestre que, toda funcional lineal I de V puede escribirse en la forma
l(1i) = (a,u) con a un vector en V y, reciprocamente, toda funciéon
de la forma I(ii) = (a, 1) es una funcién lineal de V. (Sug.: Use la
representacion matricial de f)

¢) Mustre que el vector a asociado a L en el inciso b) es inico y que dicha
asociacion define un isomorfismo de espacios vectoriales.

d) Muestre que el ker [ es el subespacio de todos los vectores ortogonales
al vector a.

2. Considere el espacio Py[cos x] del ejemplo 1.3 del Capitulo 1.

a) Muestre que el operador Tu = ‘;712‘ — u es un operador lineal.

b) Para n = 3, encuentre la matriz asociada a T en la base{1, cos x, cos® x,
cos® x}.

¢) Para n = 3, encuentre la matriz asociada a T en la base{1, cos x, cos 2x,
cos 3x}

d) Diga si T tiene inversa. En caso afirmativo diga cual es.

3. Considere el espacio P,[x] del ejemplo 1.4 del Capitulo I

a) Muestre que el operador

es un operador lineal.
b) Para n = 3, encuentre la matriz asociada a L en la base {1, x, x?, x3}.
c¢) Para n = 3 encuentre la matriz asociada a L en la base dada por los
polinomios de Legendre.
d) Diga si L tiene inversa. En caso afirmativo calcule cual es.

4. Muestre que si i/ y V son bases ortonormales de U y V, respectivamente, y
T : U — V es lineal, entonces, la matriz asociada a T en estas bases tinen
como elementos a;; al valor (T1i;, ;).

5. Encuentre el adjunto del operador T del problema 2 directamente de la
definicion. (Sug.: Integre por partes y observe que todo elemento de
Py[cos x] se anulan en £ 7).

6. Encuentre el adjunto del operador L del problema 3 directamente de la
definicinicion de adjunto.

7. Sea(V, (~,~>) un espacio vectorial con producto interior. Muestre que,
modulo el isomorfismo definido en el inciso c) del problema 1, una
definicion alternativa del adjunto de un operador es la siguiente:

El operador adjunto de T es el operador T que a cada funcional | le

asigna la funcional lineal T*1 dada por la relacion T*1) (i) = I(T%i). Esto

es, muestre que si t: V* — V es el isomorfismo definido en el inciso c) del
problema 1, entonces, T* = T* o (
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Sea T: U — V (U # V) un operador lineal, muestre que T*: V — U es el
adjunto de T siy so6lo si

(T, V), = (U, T"0), Vi eUyVi eV
Demuestre el teorema 2.2.4

Termine la demostracion del teorema 2.3.1-ii1)
Demuestre el teorema 2.3.6



Capitulo

Teorema Espectral en Espacios de
Dimension Finita

3.1. Formas cuadraticas y Familias de Coénicas

En el estuidio de las cénicas aparecen, de modo natural, expresiones
de la forma
Qlx1,x2] = ax? + abxx; + cx3
las cuales son llamadas formas cuadraticas en dos variables. En efecto,
uno estudia en sus cursos de geometria que cualquier hipérbola o elipse
con centro en el origen satisface una ecuacion de la forma

axs +abxix, +cx5 =k (3.1)

y si aceptamos que el vacio, un punto o un par de rectas son casos
degenerados de conicas, entonces, para cualquier valor de k la ecuacion
3.1 representa una conica. Asi, uno puede pensar que una forma
cuadratica en dos variables represente una familia de conicas.

Figure 3.1

Es bien sabido que mediante una rotacién de los ejes coordenados
a los ejes principales de la conica, una ecuaciéon del tipo 3.1 puede

43
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reducirce a la forma canonica
72 72
)\1X1 + Azxz =k

En particular, uno tiene que para cualquier valor de k la misma rotacién
reduce la ecuaciéon 3.1 a la forma canoénica y, por lo tanto, todas las
conicas de la familia determinada por 3.1, tienen los mismos ejes
principales.

En el caso de superficies cuadraticas la situacién es muy similar;
para cada valor de k una ecuaciéon de la forma

anX% + a22x§ + 6L33X§ +A12X1X2 +A13X1X3 +A3X2X3 = k (32)

representa un elipsoide, un hiperboloide de una o dos hojas, un cono o a
cualquiera de los posibles casos degenerados. Mas aun, para diferentes
valores de k la superficies cuadraticas que se obtienen tienen los
mismos ejes principales.

También en este caso, una rotacion de los ejes coordenados a los
ejes principales de la superficies determinada por 3.2 reduce nuestra
ecuacion a su forma canonica

2 2 2
A1x]T+Ax57 + Ax," =k
Asi, una funcion de la forma
2 2 2
Qlx1, X2, x3] = a11X] + A22X5 + A33X35 + A12X1X2 + A13X1X3 + A23X2X3

la cual es llamada una forma caudrdtica en tres variables, puede inter-
pretarse geométricamente como una familia de superficies cuadraticas,
todas ellas con los mismos ejes principales.

3.2. Reduccion de Formas Cuadraticas a su Forma Candnica.
Teorema Espectral para formas Cuadraticas

Nosotros generalizaremos ahora las ideas geomeétricas discutidas
en la seccion precedente. Empezaremos por dar una definicion precisa
de lo que es una forma cuadratica en n variables.

DEFINICION 3.2.1. Una fncion Q [x] = Q [xy,...,x,] de la forma
n n
Q[X] =Qlxi,...,xn] = ZZaijxixj
i=1 j=1
es llamada una forma cuadratica en E™.
Dos observaciones inmediatas de esta definicion son:

PROPOSICION 3.2.2.
i) Una forma cuadrdtica es homogénea de grado 2, esto es

Q[uxX] =p*Q[X], VueR



3.2. TEOREMA ESPECTRAL PARA FORMAS CUADRATICAS 45

ii) Siempre podemos escribir una forma cuadrdtica de manera
simétrica,esto es, de modo que a;; = aj;. (Basta tomar (a;; + a;;) en
Iugar de a;jy deaj;.)

Escribir una forma cuadratica de manera simétrica, permite carac-
terizar a dicha forma en terminos de sus coeficientes.

NoTACION 4. En lo que sigue resultara conveniente denotar por
é1,...,6, alos vectores canobnicas en E", esto es, é; =[1,0,...,0],é> =
[0,1,...,0],¢3 =10,0,1,...,0], etc.

PROPOSICION 3.2.3. Suponga que las formas cuadrdticas Q1 y Q» se
escriben en la forma

n
E E aijXiXj CONnaij=aj

i=1

y Q%] =)

i=1 j

n

.
Il
—_

JXl'XJ' con bij = bﬁ

Il
—_

Entonces, Q1 = Q» siy solo sia;j = b;j paratodaiy j entre 1yn.

En otra términos, toda forma cuadratica esta caracterizada de
manera unica por sus coefeicientes en la representacion simétrica

DEMOSTRACION. Es claro que si a;; = b;;, Q1 = Q». Para ver el
reciproco notemos que

Q [éi+¢é;] =Qilo,...,

y 0] =ai + Zaij + ajj

Q> [éi+éj] =Q.[0,...,

y como Q[éx] = axk y Q2 [ék] = b se tiene que si Q; = Q, entonces,
aij = byj. O

,O] = bii + Zbij+ bJ'J'

En la seccion precedente hemos establecido que una forma
cuadratica en dos o tres variables represente una familia de curvas
o superficies cuadraticas con los mismos ejes principales y que dichas
funciones pueden reducirse a la forma Alx’lz + /\ZX'22 o a la forma
Alx’lz + Azx’22 + /\3x’32 mediante una rotaciéon. Ahora bien, dada una
forma cuadratica Q en n variables se puede pensar que Q representa
una familia de “hipersuperficies cuadraticas” cuyos “ejes principales”
son mutuamente perpendiculares y que, mediante una rotacion de los
ejes coordenados a los ejes de la familia, se puede reducir la forma
cuadratica a una expresion del tipo

/\1x’12 et /\nx’n2 (3.3)
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Sin embargo, no parece tarea facil (y no lo es) encontrar los
supuestos ejes principales y determinar asi la rotacion que reduce Q a
su forma canoénica. Afortunadamente, uno puede reducir el problema
a uno de maximos y minimos con restricciones que, modulo el calculo
de varias variables, es facilmente generalizable. La base para esta
reduccion son las siguientes observaciones para los casos de dos o tres
variables:

OBSERVACION 5. Los ejes principales de la familia de cénicas son
mutuamente perpendiculares.

Figure 3.2

OBSERVACION 6. Las direcciones de los ejes principales de la familia
de conicas pueden obtenerse en terminos del problema de maximos
y minimos para lo forma cuadratica restringida al circulo o esfera
unitaria. En efecto, uno puede ver (figura 3.2) graficamente que los
vectores de posicion de los puntos donde la familia de conicas es
tangente al circulo o esfera de radio 1 estan sobre las direcciones
principales y dichos puntos son justamente los puntos criticos del
problema con restricciones:

Partiendo de estas observaciones nosotros debemos elegir como
primer eje principal de la familia de hipersuperficies asociada a una
forma cuadratica Q en n variables, al vector de posicion 7i; del punto
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(U115 ..., Un1) tal que ||1711||2 =1ly

Q [ii1] = Q 11, ooy U] = Max {Q [%] : 1% = 1} (3.4)

El segundo eje debe ser perpendicular a 1i; y tambien debe ser un punto

critico, asi que el candidato seria el vector > = (U, ..., Uy2) tal que
o2 _ _

[io||" =1, i, Laiy y

Q [tz2] = Qu1z, ooy Un2] = Max {Q (%] : %=1y 92J_ﬁ1} (3.5)

Siguiendo este razonamiento, el j-ésimo eje principal seria el vector
_ L2 _, _, _,
Uj = (Urj, . Unj) tal que [1d]|" = 1, ;L [[ty, ., tija]] Yy

Q [il] = Q [ty tny] = Max {Q [&] ¢ %] = 1y %L [[thr, .y th;-1] ]}
(3.6)
(Recuerde que [[tiy,...,7i;_1]] denota el subespacio generado por
Upy e Ujo1)
Mostraremos que, en efecto, el cambio de coordenadas X = RX/,
donde R es la matriz ortogonal

Upin - Uin
R= (i 2] [dn) = | : 5 6.7
Uin -+ Unn

cuyas columnas son los componentes de los vectores 1y, ..., U, que
acabamos de construir, nos da el cambio de coordenadas que reduce Q
a su forma canoénica.

TEOREMA 3.2.4. (Teorema Espectral version I):Toda forma cuadrdtica
n n
X| = Zzaijxixj (aij = aji)
i=1 j=1
puede reducirse a la forma

n n
12
J=2 > A
=1 ]:1

mediante un cambio de coordenadas ortogonales. Esto es, existe un
matriz ortogonal R tal que

Q' [¥]=Q[R¥] = ZAlx’Z

DEMOSTRACION. Sean 1, ..., i, 10s vectores obtenidos via las rela-
ciones (3.4) y (3.6). Sea R la matriz (3.7) y sea Q' la funcion dad por el
cambio de coordenadas X = RX’, esto es

Q' [x] = Q[r¥]
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No es dicicil mostrar que Q’ es una forma cuadratica en las variables
(x4, ..., x},) v por ende puede escribirse en la forma

n n
Q' [Xs x| =D Y bijxix’; (bij = bj)

i=1 j=1
Asi, para ver que Q' esta en forma candnica basta demostrar que b;; = 0
parai#j.

Sea A, = Max {Q [%] : %] = 1}. Definimos la forma cuadratica
Q. como

Q1 [#] =Q' [¥] — M,y xD) = Q' [#] — Ay %]

Mostraremos primero que Q; [ ] < 0 para toda X € E™ . En efecto,

Qi [#] = Q[R¥] — A, [|%]
Asi, para todo # tal que ||%’||° = 1 se tiene que Q, (%] =Q[RX] — Ay
y como R es ortogonal, |R¥’||* = ||#||* = 1 lo que implica de acuerdo
con la definicion de A; que Q; [ '] < 0 para todo X’ de norma 1. Ahora
bien, si X' # 0 entonces x'/||X’|| es de norma 1 y como toda forma
cuadratica es homogénea de grado 2

- ~712 - -

LX) =X [® %] <0
Puesto que el caso X’ = 0 es trivial, necesariamente Q; es negativa.

A continuaciéon mostraremos que esto obliga a que los coeficientes
bij y bj; son cero para j # 1. Empecemos por observar que como
11 = Réy, se tiene que Q' [é;] = Q [Ré;] = Q [1i1] = A; y por ende
b1 = Ay. Por otra parte, para cualquier ¢

Qi [é61+€€]] = bi+bije+bje+bje® — A — A€
(blj + b]l)EJ"( Jjji Al)f
2byje+(bjj — A)e* <0
pero esto solo puede ocurrir si b;; = 0. Como bj; = b;j obtenemos que,

en efecto, los by y bj, j # 1, son todos cero.
De esto concluimos que

Q' [%] = xf + Z Z bijxix’

i=2 j=2

Tomemos ahora
Ao = Max {Q [%] : |%]* = 1y 2L [[i:]] }
y definamos Q/ como

Q) [¥'] = Q' [¥'] — Aa(xF + ... + x7)
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Mostraremos que Q) [¥'] < 0 para todo XL [[é1]], esto es, si X/ =
(O,x’z, x;l). En este caso se tiene que

Q5 [¥'] = Q' [¥'] — A2 |¥/|)* para todo %1 [[é,]]

Nuevamente, si [¥]|* = 1y %L [[é1]], Q4 [¥'] = Q [R¥'] — A». Ya que
R es una matriz ortogonal|[R¥|* = 1 y R%¥L [[é1]] = [[#i1]]. De la
definicion de A, concluimos que Q) [)Z’] < 0 para todo X’ tal que
|#[*>=1 y #L[[é]]. Un argumento de homogeneidad, similar al
usado anteriormente muestra que, en efecto, Q5 es negativa para todo
X de la forma (0, x5, ..., x,).

Probaremos ahora que esto implica que los coeficientes b,; y bj,
son cero para j# 2. Es claro que Q) [éz] = Ay y por ende by, = Ay, asi

le [éz + Eéj] = b22+b215+b125+b1j82—A2—Azfz = 2b218+(bjj—?\2)52 <0

para todo real &, lo que obliga a que by; = bj» = 0 si j # 2. Por lo tanto

n n
Tl 12 12 ol Al
Q' [X'] = AixP + AoxF + E E bix;x
i=3 j=3

Siguiendo esta linea de argumentacién concluimos, inductivamente
que, en efecto

Q [RX] = Q' [¥'] = MXT + ..+ Apxyy

O

OBSERVACION 7. La demostracion que hemos dado no es del
todo completa puesto que hemos asumido que existia un vector
_ . . . .

Uj = (Urj, ..., Unj) tal que [1dj]|" = 1, ;L [[tq, .., ija]] Y

Q [y oy tin] = Max {Q [] 1 )" = 1y %L [[ihy, ., 551]]}

Afortunadamente, en el caso de n variables uno puede mostrar
la existencia usando la compacidad de la esfera unitaria S"~ ! =
{)Z cE": |%|° = 1} y la continuidad de las formas cuadraticas (toda
funcion continua en un compacto alcanza su maximo y su minimo). Este
hecho no es trivial y, de hecho, no es valida en espacios de dimensiéon
infinita. (En espacios de dimensién infinita la esfera unitaria no es
compacta y no cualquier forma cuadratica es continua.)



50 3. TEOREMA ESPECTRAL EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

3.3. Teorema Espectral para formas Bilineales y Matrices Simétricas

En la seccion precedente mostramos que una forma cuadratica Q
puede escribirse de manera tinica como

n n

Q [X] =Qlx1, ., xnl = ZZaijxixj cona;;=aj

i=1 j=1

Una consecuencia inmediata de esto es que a cada forma cuadratica
en n variables le podemos asociar de manera unica la matriz n x n
A = (a;j). Es claro que A tiene la propiedad de que a;; = a;.Con base
en esto diremos que una matriz A = (a;;) es simeétrica si y solo si
aij=aj.parai, j=1,..n.

Larelacion entre formas cuadraticas y matrices simétricas va mucho
mas alla del simple hecho de dar una manera conveniente de agrupar
coeficientes.

TEOREMA 3.3.1. A cada forma cuadrdtica Q le corresponde una
unica matriz simétrica A. Mds aun

Q [x] = (A%, %)

Esto es, la forma cuadrdtica se puede recuperar de la matriz A mediante
el producto inteior.

DEFINICION 3.3.2. Una forma bilineal en un espacio vectorial real V
es una funciéon b : V x V — R tal que

b(ax + BX,2) = ab(X,2) + Bb(¥,2) y b(X, oy + BZ) = ab(X, ) + Bb(X, Z)

Si ademas b(x,7y) = b(y,X) diremos que b es una forma bilineal
simétrica.

De manera implicita, en el estudio de formas cuadraticas aparecen
las formas bilineales, de hecho cada forma cuadratica da origen a una
forma bilineal simétrica y con cada forma bilineal uno tiene una forma
cuadratica. Discutimos ahora la manera en que estos dos coceptos se
relacionan.

Es claro que dada la matriz A, la funcién b(X,y) = (AX,y) es
una forma bilineal. Asi pues, el teorma 3.3.1 nos permite asociar con
cada forma cuadratica una forma bilineal de la siguiente manera: Dada
una forma cuadratica Q, sea A la matriz asociada, entonces, la forma
bilineal asociada a Q esta dada por b(x, y) = (AX, ). Es claro que esta
asociacion es unica. Mas aun, puesto que a;; = aj;, A* = Ay por ende

b(x,y) = (AX,y) = (X, A"y) = (Ay,X) = b(,X)
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Esto es, b es una forma bilineal simétrica. Ademas, uno puede obtener
b directamente de Q

1
b(%,5) = 1@ [%+ 7] - Q [# — 7))

Esta ultima identidad puede obtenerse usando el hecho de que
Q [X] = (A%, X), junto con la igualdad b(X, y) = (AX, y) = (Ay, X).

TEOREMA 3.3.3. A cada forma cuadrdtica Q le corresponde una
unica forma bilineal b. Mds auin, dicha forma bilineal puede obtenerse
de Q mediante la formula

b(xX,y) = 4Qh+ﬂ Q[x-)

Reciprocamente, A toda forma bilineal simétrica b ()E, 5/) le corresponde
una unica forma cuadrdtica, a saber

Q%] =b (%.%)

Como mencionamos anteriormente una matriz B define una forma
bilineal b mediante la relacion

b(%,y) = (BX, V) (3.8)

Mostraremos ahora que a toda forma bilineal b le corresponde una
Unica matriz B tal que la relacion 3.8 es valida para todo X y v en E™.

TEOREMA 3.3.4. A toda forma bilineal simétrica b en n variables le
corresponde una unica matriz simétrica A = (a;;) tal que

n n
b(x,y) = = Zzaijxiyj
i=1 j=1
Ademds, los coeficientes a;j se pueden obtener mediante la formula
ail,' = a(éi, éJ)

DEMOSTRACION. Dada la forma bilineal b definimos a;; = b(é;, €;). Es
claro que si X = (x1,..., X)) V¥ =(1,..., Yn), €ntonces, X = Z?zl X;é;
y ¥ =Y i, ¥iéi. Asi, por bilinealidad

(31: Z)’J%)
n
Zb(éi:ej XiYj = ZZQUXLJ’J

Jj=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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Por otra parte, si A es la matriz A = (a;;) , no es dificil mostrar que
n n
BP9 SLIRY
i=1 j=1

de donde se sigue elresultado. La unicidad es inmediata. O

De este teorema se sigue que si b es una forma bilineal y
Q [X] = b(%, X), entonces
I | L. L.
b(x, ) = 7Q[x+7] -Q[x =]

Esto es completamente falso si b no es simétrica; la expresion del lado
derecho de la igualdad siempre es simétrica en X y v , lo que obliga
a que b sea simétrica. Asi pues uno puede recuperar la forma bilineal
a partir de la forma cuadratica solamente cuando la forma bilineal sea
simétrica. En positivo, podemos afirmar lo siguiente.

TEOREMA 3.3.5. Existe una relacion biunivoca entre formas cuadrdti-
cas, matrices simétricas y formas bilineales simétricas, la cual estd dada
por las identidades

Q%] = (A% %) =bEx %)
1
b(x, ) = (A%,7)=1Q [X+y]—Q[x—-¥]

De acuerdo con este resultado podemos reformular el teorema 3.2.4
en terminos de formas bilineales.

TEOREMA 3.3.6. (Teorema Espectral version II): Toda forma bilineal

simétrica
n n
b(x,y) = E E bijx;y;
i=1 j=1

puede reducirse al la forma

/ »/ »/)_ZAxlyJ

mediante un cambio de coordenadas ortogonal. Esto es, existe una metriz
ortogonal R tal que

n
bRX,RY) = b'(¥', )= > AiX}y/,
i=1
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DEMOSTRACION. Consideremos la forma cuadrartica Q [92] = b(x, x).
De acuerdo con el teorema 3.2.4 existe un matriz ortogonal R tel que

n
. 2
QIRX] = " Aix;
i=1
al aplicar el teorema anterior obtenemos que

b'(¥',5") = bRX',RY) = {Q[Rx +RY'l - QIRX' — RY'l}

- L {Q[RGE+ ) - Q R - 3]}

1 n n n
- {Z Nilx + 7 = D Ailxg — yQZ} =D Aixiy
i=1 i=1 i=1
O

Partiendo del teorema 3.3.5 tambien es posible reformular el
Teorema Espectral en términos de matrices simétricas. En efecto si
A es una matriz simétrica, entonces b(X,y) = (AX,y) es una forma
bilineal simétrica y, de acuerdo al teorema anterior, existe una matriz
ortogonal R tal que

(ARX',R¥') = b(RX', Ry ZA X}y,

Por otra parte es claro que >, Ay} V= (AX',y'), donde A es la matriz
diagonal

Ai 0 0

0 A 0
A = .

0 0 . 0

0 0 An

Asi para cualesquiera X y ¥ en E", (ARX',Ry’') = (AX',y') con A una
matriz diagonal.

Ahola bien, para poner este resultado en terminos exclusivamente
de matrices recordemos que (ARX',Ry’) = (R*ARX',y'), por lo tanto
(AX',¥") = (R*ARX', y') para todo X’ y 7/, de aqui se sigue que R*AR
es justamente la matriz A. Esto demustra el siguiente teorema.

TEOREMA 3.3.7 (Teorema Espectral version IIl). Dada una matriz
simétrica A existe una matriz ortogonal R tal que R*AR = A es una
matrz diagonal.

Como consecuencia inmediata de este resultado y del hecho de
que para toda matriz ortogonal R, R* = R~! tenemos las siguientes
reformulaciones:
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CoroLARIO 3.3.8. Dada una matriz simétrica A existe una matriz
ortogonal R y una matriz diagonal A tales que

i) R"'AR=A

ii) A = RAR*

La matriz R que "diagonaliza" a una matriz simétrica A se puede
obtener aplicando el procedimiento de la secciéon 3.2 a la forma
cuadratica asociada Q [)Z] = (AX, X). Sin embargo, uno también puede
caracterizar los vectores columna de R en términos de la matriz A.

Como se sefnalo en la seccién 3.2 los vectores columna de R son
los puntos criticos de Q [x1,...,Xy,] con la restriccion G [¥] = |%]|° =
x?+---+x2 = 1. De acuerdo con la teoria de multiplicadores de
Lagrange, los puntos criticos, t; = (U1, -+ ,Uni), deben cumplir las
siguientes condiciones:

{ vaQ Lal] = VG [u]

[di]|” =1

Ahora bien, no es dificil mostrar que si Q [9?] = (AX, X), entonces,
VQ [%] = 2AX. Por otra parte VG [X] = 2X. Asi que cada vector
columna de la matriz ortogonal R debe satisfacer una ecuacion de la
forma

Al = At (3.9)
para algun A; real.

TeOREMA 3.3.9. Sea A una matriz simétrica. Entonces, si R es una
matriz ortogonal que diagonaliza a A, cada uno de los vectores columna
de R satisface una ecuacion de la forma

Al = At

Terminaremos sefnalando que, via el teorema 3.3.5, las tres ver-
siones del Teorema Espectral son equivalentes, en el sentido de que
uno puede demostrar cualquiera dos versiones a partir de la otra. Mas
adelante discutiremos otras formulaciones de este mismo teorema, por
supuesto, todas seran equivalentes.

3.4. Ecuaciones y el Teorema Espectral

En esta seccién dicutiremos como se relaciona el Teorema Espectral
con dos de los problemas fundamentales de la Matematica, a saber:

1) El problema de resolver ecuaciones lineales, esto es, encontrar el
vector 1i tal que, para una vector v dado, satisfaga la igualdad

Ti=">b

donde T es un operador lineal.



3.4. ECUACIONES Y EL TEOREMA ESPECTRAL 55

1) El problema de resolver ecuaciones lineales de evolucion: Encon-
trar la trayectoria u(t) tal que

du = Ty
u(0) = ug

Donde 1, es un vector fijo dado y T es un operador lineal.
El caso mas sencillo de problemas del tipo (I) es el de un sistema
de ecuaciones

apnXp+apX+...+aA1nXn =731
a1 X1 +Aax»Xy+...+dnXn = Y2

An1 X1 +AppXp + ...+ AunXn = Yn

Este sistema se puede escribir en términos de matrices mediante la
ecuacion
AxX =1y

donde A es la matriz A = (a;;) y X, » son los vectores columna
X =(X1,, Xn) VY =01,..., Vn) . La base de la mayoria de los métodos
usados para resolver este tipo de ecuaciones consiste en buscar un
modo de transformar el sistema original en uno mas simple. Aqui, el
término simple debe entenderse en el sentido de que el nuevo sistema
tenga la mayor cantidad posible de coeficientes iguales a cero; por
supuesto el caso ideal seria cuando el sistema puede reducirse a la
forma

Aixy =)
)\2x/2 = 3’%

(3.10)
AHX;’[ = y;’l

En terminos de matrices esto quiere decir que A puede ser
transformada en una matriz diagonal A.

En general, la tarea de encontrar el modo de transformar una
matriz cualquiera en una matriz diagonal es harto dificil (y en muchos
casos practicamente imposible), sin embargo, en el caso de matrices
simétricas, el teorema espectral nos permite reducir considerablemente
el trabajo.

Del Teorema Espectral sabemos que existe una matriz ortogonal R
tal que R*AR = A es uma matriz diagonal. Como R* = R~! se tiene que
dado 7y, el vector y’ tal que y = Ry’ esta dado por ' = R*y. Asi, para
resolver el sistema AX = ¥ nosotros consideramos el sistema AX’ = y'.
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Este sistema es de la forma 3.10, por tanto la solucion X’ (si A; # 0 para
toda i) tiene como componentes

Por otra parte
R*ARX' = AX' =y =R*y
y utilizando nuevamenete el hecho de que R* = R™! (RR* = I)
concluimos que
ARX' =y

lo que uestra que X = RX’ es la solucion del problema original.

Consideremos ahora el segundo problema en el caso en que T esta
dado por una matriz A = (a;j), esto es, consideremos el sistema de
ecuaciones diferenciables

X1(t) = anxi1(t) + arpxa(t) + - - - + arnXn(t)

X2(t) = axx1(8) + azpxo(t) + - - - + Ay Xu(t)

Xn(t) = anx1(t) + an2X2(t) + - - - + ApnXn(t)
(""" denota derivada con respecto a t), junto con las condiciones iniciales
x1(0) = x0, x2(0) = X02, -+, Xn(0) = Xon

En otros terminos queremos encontrar la trayecctoria X(t) que satisface
el problema de condiciones iniciales

{ (D) = A%

X(t) = X
Como se sabe la solucion a este problema esta dada por
X(t) = et x,
donde e” es la matriz
=1 1
tA _ 1 k _ Lk 4k
=D aty b
i=1 i=1
Por supuesto el calculo de esta matriz no es encillo, sin embargo,
cuando la matriz A es simétrica el teorema espectral permite
simpleficar considerablemente los calculos. En efecto, si A es simétruca
se tiene que existen una matriz ortogonal R y una matriz diagonal A

tales que A = RAR* y como R* = R~!
A RAR*RAR* = RA%R*
A3 A?A = RA’R*RAR* = RA3R*
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en general uno tiene inductivamente, que
AK = RA*R*

Usando este hecho y la continuidad de los operadores lineales en
espacio de dimension finita uno puede demostrar que

=1 =1
tA _ L okak _ Lokak ) px _ patAps
e —Zk!tA —R(Zk!tA>R = Re'R
i=1 i=1
Ahora bien como A es una matriz diagonal
Ay 0 .. O
0 A 0
A = -
o o0 . 0
0 0 An
se tiene que
Ako 0
k
Ak 0 A3 0
0 o0 0
0 o0 Ak
y por ende
- -
S LAk g 0
i=1 -
oo 14k k
thk/\kz 0 ;k!t )\2 0
k!
i=1 0 0
0 0 S Lekak
L i-1 ]
et 0 0
0 e 0
1o o 0
0 o0 et
y por lo tanto
e 0 .. 0
0 e .. 0
oA =
0 0 -0
0 0 .. e

Una vez calculada la matriz e'®, la solucion de nuestro problema
de valores iniciales se puede calcular mediante un simple producto de
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matrices, a saber
X(t) = Re" R* X
Terminamos seflalando que en muchos casos no es necesario cal-
cular explicitamente las soluciones ya que gran parte de la informacion

acerca del comportamiento de las soluciones esta determinado directa-
mente por la matriz e'’.

3.5. Vectores y Valores Propios. Subespacios Invariantes

En esta seccion presentaremos el teorema espectral desde un
enfoque un tanto diferente. El problema que nos servira de motivacion
para desarrollar las ideas de esta seccion podria plantearse de la
siguiente manera: Sabemos que dado un operador lineal T : V — V,
(donde V es un espacio de dimensiéon finita con producto interior)
se puede representar como una matriz A y que esta representacion
depende de la base de V que se elija. El problema es ?‘Bajo qué
condiciones es posible dar una representacion matricial lo mds sencilla
posible de un operador?

Dos puntos de esta formulacién requieren ser puntualizados; por
lo mads sencilla posible entendemos, por supuesto, una matriz diagonal.
El segundo punto tiene que ver con buscar explotar la estructura
determinada por el producto interior de V, en este sentido el término
representacion matricial se entiende como la representacion de nuestro
operador en una base ortonormal de V. En este contexto nuestro
problema queda formulado como sigue:

¢/Bajo qué condiciones la matriz asociada a un operador T :V — V
en una base ortonormal es una matriz diagonal?

Una de las claves es el teorema 3.3.9. En efecto, si es posible
encontrar una base de vectores que cumplan una ecuacién de la forma
T = Au para diferentes valores de A, la matriz asociada a T en
dicha base sera una matriz diagonal, esto da origen a nuestra siguiente
definicion

DEFINICION 3.5.1. Dado un operador lineal T : V — V diremos que
1l € V es un vector propio o eigenvector de T siy solo si
i)1i #0
ii) Existe A tal que
Tu =Au
De manera analoga si A es un niimero para el cual existe un vector 1 # 0
tal que T1i = At diremos que A es un valor propio o eigenvalor de T.

Si 7i es un vector propio y A es el numero tal que T = At diremos
que A es el valor propio asociado a 1. Reciprocamente, dado un valor
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propio A, un vector i # 0 para el cual T = At es llamado un vector
propio asociado al eigenvector A.

El otro elemento clave es en el analisis de nuestro problema es el
de subespacio invariante.

DEFINICION 3.5.2. Dado un operador lineal T : V — V diremos que
un subespacio E de V es un subespacio invariante de T si para todo
neE TicE, estoessi TE C E.

Con este concepto a nuestro alcance uno puede ver que una
condicion "natural” para poder obtener una representacion sencilla de
T es que T tenga la propiedad de que si E es un subespacio invariante
de T entonces F' también sea un subespacio invariante de T. En
efecto, bajo estas condiciones se puede tomar una base ortonormal de
E y completarla con una base ortonornal de E+ para formar una base
ortonormal de V. En términos de esta base ortonormal de V, uno puede
verificar sin mucha dificultad que la matriz asociada a T es de la forma

[4 o
S

donde A; y A, son matrices cuadradas de dimensiéon menor que la de
A.

La relacion entre subespacios invariantes y vectores y valores
propios esta dada por el siguiente resultado:

TEOREMA 3.5.3. Sea T : V — V un operador lineal y sea A un valor
propio de T. Entonces, el conjunto

Ey={ii € V:Tii = Ati}

es un subespacio invariante de T. Y el conjunto de vectores propios
asociados a un valor mismo propio de T forman un subespacio invariante
deT.

La demostracion de este hecho es consecuencia inmediata de la
linealidad y se deja como ejercicio.

El siguiente resultado da una respuesta a cuando un operador tiene
la propiedad de que si TE C E, entonces, TE* C E'. En esta direccion
uno tiene el siguiente resultado.

LEMA. : Si T :V — V es un operador lineal y E es un subespacio
invariante de T, entonces, E+ es un subespacio invariante de T*. En
particular, si T es un operador auto-adjunto, i.e., si T = T*, entonces,
EL es un subespacio invariante de T si y solo si E es un subespacio
invariante de T.
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DEMOSTRACION. Puesto que para toda i € E se tiene que Tu € Ey
por lo tanto
(T1i, V) =0 para todo v € E
Como (Tu, V) = (i, T*V) se tiene que paratodo i € Ey v € E+
(U, T*v) =0
lo que muestra que T*¥ € E* para todo v € E*. O

El lema muestra que para que un operador se pueda representar
por una matriz diagonal en términos de una base ortonormal, debe
existir alguna relaciéon entre éste y su adjunto.

Como senalamos anteriormente la existencia de espacios invari-
antes permite encontrar representaciones matriciales mas simples de
un operador. Por supuesto, entre mas subespacios invariantes mutua-
mente perpendiculares tenga un operador, su representacion matricial
en términos de la base ortonormal adecuada sera mas sencilla.

El teorema 3.5.3 nos dice que para encontrar subespacios invari-
antes de un operador debemos encontrar sus valores propios y los
correspondientes vectores propios, es decir, debemos determinar para
que numeros A la ecuacion T1i = At tiene soluciones diferentes de cero
y cuales son las dichas soluciones. Puesto que T1i = A1i tiene solucién
siy solo si Tii — Ati = 0, este problema es equivalente al problema de
determinar bajo que condiciones la ecuacion

(T—AD7i =0 (3.11)

tiene soluciones diferentes de cero y cuales son dichas soluciones. En
otros terminos, para que valores de A el ker(T — AI) # {0}. Note que
ker (T — Al) = {1i € V: Tii = Aii} = E;.

De acuerdo con la discusion del capitulo anterior ker(T — AI) + {0}
siy solo si det(T — AI) = 0. Asi, A es un valor propio de Tsiy so6lo si A es
solucion de la ecuacion det(T — AI) = 0. Esta ecuacién es una ecuacion
polinomial en A de grado igual a la dimension de V.

TEOREMA 3.5.4. : Sea V un espacio vectorial de dimension n y sea
T : V — V un operador lineal. Entonces, existen a lo mads n valores
propios, Ay, ...,A,, de T (contando multiplicadores). Ademds, para cada
A; el subespacio Ey, = ker(T — A;I) es un subespacio invariante de T.

Cada subespacio E,, es llamado el subespacio propio o eigenespacio
asociado al valor propio A; y por supuesto todo u € E,, es un vector
propio de T con eigenvalor A; y esto es, T1 = A;u.

En general, como acabamos de mencionar, los valores propios
no tienen por que ser reales y tampoco los espacios propios tienen
por que ser mutuamente perpendiculares, sin embargo, en el caso de
operadores auto-adjunto uno tiene el siguiente resultado.
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PROPOSICION 3.5.5. : Sea T : V — V un operador auto-adjunto (i.e
T = T*). Entonces, si A; y Aj son valores propios de T y A; # Aj entonces
E,, es ortogonal a Ey;, esto es,

<?3,11/> =0VvU e EAl yVw e E?\A,

DEMOSTRACION. Sea U € E,, y sea w € E,,. Puesto que T es auto-
adjunto

(TV,w) = (v, Tw)
Por otro lado sabemos que TU = A;U y Tw = Ajw y por ende
(T0, ) = (A0, ) = A; (B,9) y (0, T) = (0, A1) = A, (0, %)
en consecuencia A; (U, w) = A; (U, W), esto es
(Ai = Aj) (D, w) =0

ycomo A; # Ajnecesariamente (U, w) = 0, lo que muestra que Ey Ex;. O

TEOREMA 3.5.6. (Teorema Espectral version IV): Sea T : V — V un
operador auto-adjunto. Entonces existe una base ortonormal de vectores
propios de T. Y en terminos de esta base, la matriz asociada a T es una
matriz diagonal.

DEMOSTRACION. La demostarcion por induccion sobre la dimension
de V. Si dimV =1 el resultado es trivial. Supongamos que el teorema
es valido para espacios de dimension n — 1, Si dimV = n, sabemos
que los resultados 3.5.4 y 3.5.5 que al menos existe un valor propio
real A;. Sea 1i; un vector propio asociado a A;. Es claro que el
subespacio [[u]], generao por i, es un subespacio invariante de T

y por el teorema 3.5 [[alﬂl también es un subespacio invariante de
T, ademas la dimension de Hﬁ]]]L es n — 1. No es dificil ver que
T restringido a [[ﬁlﬂl, T: [[L’Ll]]L — [[ﬁlﬂl es un operador auto-
adjunto. Asi, por hipotesis de induccion, existe una base ortonormal
L 7L . ) . .
de [[u,]]” farmada por vectores propios de T, digamos {iy, ..., tin}-
Puesto que V = [[i1]] & Hﬁl]r y se tiene que {1, Uy, ..., %, } €S una
base ortonormal de V' y cada uno de los vectores de la base es un vector
propio de T. Con este resultado no es dificil mostrar que la matriz
asociada a T en esta base es la matriz

Ay .o O
A= : -
0 .. Ay
donde Aq,...,, A, son los valores propios de T asociados a iy, ..., Uy,
respectivamente. [l
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OBSERVACION 8. Este resultado no es sorprendente si se toma en
cuenta los resultados de la seccion 3.3 y el hecho de que los operadores
auto-adjunto son las generalizacion natural de las matrices simétricas.
Es mas, uno puede dar una demostracion de la version IV a partir del
teorema 2.2.4 y los resultados de las secciones 3.2 y 3.3. Esto se deja
Como ejercicio.

3.6. Expanciones del Tipo de Fourier y Ecuaciones

En esta seccion discutiremos nuevamente los problemas I) y II)
plantedos en la seccién 3.4, pero partiendo del hecho de que tenemos
una base ortonormal de vectores proipios. Asi pues, asumiremos que
T :V — V es un operador auto-adjunto y que {y,...,ti,} es una base
ortonormal de vectores propios de T.

El primer problema a considerar es el de la resolucion de la ecuacion
lineal

Tiu=v

Laidea es reformular el problema en términos de la base ortonormal
de vectores propios. Empecemos por observar que como {1, ..., i, } s
una base ortonormal, entonces, todo 7 € V tiene una representacion
del tipo de Fuorier

n
2) U + oo+ (U, Up) U = Y (U, 1) 1 (3.12)
i=1

U= (1, )y + (U,

N

Ahora bien, como cada 1i; es un vector propio de T con eigenvalor A;,
se tiene que
n n
Ti=Y T ((d, i) ths) = > (i, ;) Ty = » (i, ;) At
i=1 i=1 i=1
Por otra parte, U también tiene una expancién del tipo de Fourier,
digamos

De esto concluimos que, en términos de la base ortonormal de
eigenvectores de T, la ecuacion T1i = U se reducir a la ecuacion

n n
DO () U =Y (0, ) (3.13)
i=1 i=1

Como {1, ..., 1, } es un conjunto linealmente independiente, para
que exista una solucion de 3.13 es necesario y suficiente que

Ai <ﬁ,ﬁl> = <17,11i>, i= 1, wyn
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Por supueto, si A; # 0 para i =1,...,n, entonces (i, U;) = ATt (U,1;) vy
al substituir en (3.12) se obtiene que

a3

es la solucién a nuestro problema.

§¢

TEOREMA 3.6.1. : Sea T : V — V un operador auto-adjunto. Sea
{11, ..., lin} una base ortonormal de vectores propios de T. Para que
1 € V sea solucion de la ecuacion Tii = U es necesario y suficiente que
Ai (U, 1) = (U,1;) 1; i = 1,...,n, donde A; es el valor propio asociado a
;. En particular, si todos los valores propios de T son direrentes de cero,
la solucion de la ecuacion es el vector

n
w3
i=1

Este resultado también permite determinar cuando T es invertible
y calcular el operador inverso en términos de expanciones del tipo de
Fourier.

COROLARIO 3.6.2. Si T : V — V es un operador auto-adjunto.
Entonces, T es invertible si y solo si todos sus valores propios son
diferentes de cero. En tal caso el operador inverso T~! estd dado por el
operador

Pasemos ahora al problema II, esto es, al problema de evolucion

du _
G =Tu
u(0) = ug
La solucion a este vector es una curva u(t) en V, la cual, para cada
t, se puede escribir en términos de la base ortonormal de vectores

propios en al forma

n

u(t) =) (ult)u (3.14)

i=1
Como

n n

=Z<u(t),u Ti; = Z u(t), v) A

i=1 i=1
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y o =Y i, (uo, ;) s, la ecuacion de evolucion en términos de la base
de vectores propios toma la forma

Sd (u), i) .~ -
DS = o )

i=1
con las condiciones iniciales
n
= § (tho, i) U;
i=1

Nuevamente la independencia lineal de la base reduce nuestro
problema a resolver n ecuaciones lineales de primer orden:

{ WL =N O, ) gy,
(u(0), ;) = u(t) = <uo, i)

La solucion de este tipo de ecuaciones es bien conocida, son
exponencial
> A — —
(u(t), ;) = e (1o, u;)
Al substituir estos valores en (3.14) obtenemos que la solucion de la
ecuacion de evolucion es

n
u(t) = Ze)\it (U, i) Ui
i=1
TEOREMA 3.6.3. Sea T : V — V un operador auto-adjunto y sea

{uy,..., Uy} una base ortonormal de vectores propios de T. Entonces, la
solucion de el problema de evolucion

du _

ai =Tu

u(0) = 1y
es la trayectoria u(t) = 2?:1 eMit (1iy, 1;) 1, donde A; es el valor propio
de T asociado a 1i;.

Por analogia con el caso unidimencional (la solucion de du/dt = au
es e“yy) y con el caso de matrices simétricas (la soluciéon de
du/dt = Au es e'*1iy) uno define e!” para un operador auto-adjunto T,
como el operador

n
e i = " eMt (i, ;) iy Vi € V
=1

donde {7y, ..., Ui, } es una base ortonormal de vectores propios de Ty
A1, ..., A, son los valores propios correspondientes.
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3.7. Proyecciones Ortogonales y Teorema Espectral

En muchos casos resulta mas conveniente formular las cosas en
términos de operadores y no tan solo mediante matrices o represen-
tanciones del tipo de Fourier. Afortunadamente el teorema espectral
también se puede formular directamente mediante operadores. Para
ver como se llega a esto retomemos la discucion de la seccion 3.5 y en
particular los resultados 3.5.4 y 3.5.5.

Empezaremor por demostrar que en el caso de operadores auto-
adjuntos los subespacios propios "cubren" todo el espacio.

TEOREMA 3.7.1. Sea T : V — V un operador auto-adjunto. Astimase
que Ay, Ay, ..., Ax son todos los valores propios distintos de T. Entonces,
si Ex,, Ea,, ..., Ea,, SO los subespacios propios asociados a dichos eigen-
valores, se tiene que

k
V=E\ ©E\ D .. EBE;\k = GSOEAI‘
i=

DEMOSTRACION. De la proposicion 3.5.5 sabemos que los subespa-
cios E,, son mutuamente perpendiculares. Asi que solo debemos
demostrar que, en efecto, V es la suma de los subespacios invariantes;
lo haremos por reduccion al absurdo.

k
Denotemos por E a la suma directa de los Ey; E = @ E,,. Puesto
i=0

que todo elemento 1 € E es de la forma i = ti; + ... + Uiy, con i; € Ej,
y Ti; estd en E,, se tiene que E es un subespacio invariante de T.
Como T es auto-adjunto, E* también es un subespacio invariente de T.
Ahora bien, uno puede ver que T retringido a E* (estoes, T : E- — E*)
es un operador auto-adjunto. Luego, si suponemos que E*+ # {0}, el
operador retringido debe tener un vertor propio v € E+, ¥ # 0, con
eigenvalor A. Pero v también seria un vector propio del operador T
definido en todo V, por lo tanto A tendria que ser igual a algun A; y
U € ker(T — A;I) = E,, C E lo que implica que v = 0. Contradicciéon. Lo
que muestra que necesariamente E+- = {0} y por tanto E = V. [l

Los subespacios propios E), no so0lo tienen la ventaja de ser
invariantes de T sino ademas la restriccién de T a cualquier de estos
subespacios es, simplemente, un operador de multiplicacién por una
constante, a saber el valor propio correspondiente. En particular, si P;,
es el operador de proyeccion sobre E,,, entonces, para todo i € V

TPy 1i = APy, 1l

Este hecho junto con los teoremas 2.3.9y 3.7.1 se puede obtener una
descomposicién de T en términos de las proyecciones ortogonales sobre
los subespacios propios. En efecto, del teorema 2.3.9 y 3.7.1 pueden
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ser explotadas para obtener una descomposicion de T en términos de
las proyecciones ortogonales sobre los subespacios propios. En efecto,
del teorema 2.3.9 sabemos que P = Py, + P,, + ... + P, es la proyeccion

k k
ortogonal sobre ©E,, y como V = @E,, se tiene que
i=0 i=0

k
u= P)\lﬁ, +P)\21/-l: + .. +P)\k17L = E P)\iﬁ

i=1
en consecuencia

T

TP/\lﬁ + TP/\Zﬁ + ...+ TP)\kﬁ, =1
k

)\IP/\IfL + )\2P/\217L + ...+ AkP/\k”ll = Z)\ip;\iﬁ
i=1

TEOREMA 3.7.2 (Teorema Espectral versién V). Sea T : V — V
un operador auto-adjunto y sean Ay, ...,A, todos los valores propios
distintos de T. Entonces, si P, son las proyecciones ortogonales sobre
los eigenespacios E,,, se tiene que

k
T=> APy,
i=1

A continuacién demostraremos la version analoga del corolario
3.6.2 y del teorema 3.7.1.

TEOREMA 3.7.3. Bajo las hipdtesis del teorema 3.7.1 uno tiene

k
i) T™ = SSAMP,
i=0

k
ii) e’ = Y ethip,,
i=0
iii) Si T es invertible (i.e. si todos los valores propios de T son
diferentes de cero), entonces

k
T = Z?\ZlPAi
i=1

DEMOSTRACION. : Usando el hecho de que P, LP,; uno tiene que

k k k
T? =TT = (Z AiPAi> (Z AiPAl) =) AP,
i=1 i=1 i=1

de manera inductiva uno puede entonces concluir i).
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Para demostrar ii) uno usa i):

tT _ mom - m m
T3 3 (Yarn)
m=1 m=1 i=1
0o k 1 k 00 1 k
— T osmym _ _— smam _ tA;
- <Zm!t Al PAi>—Z<Zm!t /\i>PAi—Ze Py,
m=1 \i=1 i=0 \m=1 i=1

Finalmente para ver iii) explotamos nuevamente el que Py, L P
k k k
<ZAiPAi> (ZAi‘lPAl) = Z?\i/\i‘lP;\i =1
i=1 i=1 i=1

k
lo que muestra que T~! = ZA[IPM. O
i=1

El teorema sugiere de manera natural la siguiente definicién:

DEFINICION 3.7.4. Sea T : V — V un operador auto-adjunto. Para
cada funcion f defina en los valores propios de T, definimos el operador
f(T) como el operador

k

S =Y fA)Py,

i=1

Esta definiciébn puede reformularse en términos de representa-
ciones del tipo de Fourier si uno expresa a cada proyecciéon mediante
una base ortonormal de vectores propios de T.

TEOREMA 3.7.5. : Sea T : V — V un operador auto-adjunto. Sea
{ti1,..., iy} una base ortonormal de vectores propios de T. Para cada
funcion f con valores reales o complejos definida en los valores propios
deT

n
STy =Y " fA) (3, 1)
i=1
donde A; es el valor propio asociado a ;.

3.8. Problemas

Los problemas 1 a 4 son sobre espacios de dimension finita.

1. Sea T : V — V un operador auto-adjunto y sea Q[x] = (T, X) la forma
cuadratica asociada. Musetre que TX = 7y tiene una Unica solucién
si y solo si existe una constante ¢ > 0 tal que CH;%HZ <Q [;ﬂ(-Sug.:
TX =y <= (TX,u) = (¥,1) Vi € Vyuse el problema 1 del Capitulo 2)

2. Muestre que un operador normal T es invertible si y so6lo si todo valor
propio de T es diferente de cero. Pruebe que en tal caso
a) T* también es invertible y que (T*)~! = (T™1)*
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b) T~! es normal

©) 1 es un vector propio de T~' siy sélo si i es un vector propio de Ty
1 es un valor propio de T~ siy sélo si % es un valor propio de T.

a) Encuentre los valores y vectores propios de la matriz

3/2 -1 0
A=| -1 1/2 3/V2
0 3/V2 3

b) Diga si A es o no invertible. En caso afirmativo encuentre la matriz A™".
¢) Calcule v/A, esto es, encuentre la matriz B tal que B* = A.
d) Encuentre las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciables
d*u
— = Au
dat?

con condicones iniciales u/(0) = (1,1, 1) y u(0) = (2,1, 2). (Sug.: Calcule
e“/Z )

4. Considere el operador L definido en el ejemplo 1.4 del Capitulo 1

a) Muestre que L es auto-adjunto.
b) Encuentre la base ortonormal de vectores propios.
¢) Encuentre la solucién u(t, x) del problema de Cauchy para la ecuacion
de derivadas parciales
U _ (42 i 3
5= —1)%+22x§
u0,x)=x">—x

(Sug.: La ecuacion 2 = (x* — 1)227‘; +2x% puede verse como i = Lu y
u(0, x) = x> — x* como el vector en P; [x] dado por (0,0,-1,1) en la base
{1,x,x2,x3}).

5. Considere el espacio L*(R, e"‘2 dx) de todas las funciones medibles tales

que
/ | u(x) ° e ¥ dx < oo

[e @)
a) Muetre que

(u,v) = / UE)T(x)e ™ dx < oo

—oo

es un producto interior para L2(R, e"‘Z dx).

b) Muestre que L3 (R, e dx) con este producto interior es un spacio de
Hilbert.

¢) Muestre que todo polinomio esta en L*(R, e dx). (Sug.: Muestre que
x" esta en L2(R, e~ dx).)

d) Aplique Gram-Schmidt al conjunto {1,x, x2,... } para obtener la
sucesion de polinomios

1

———— Hy(x)
@nnly/m)?
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y demuestre que

n X2 d” —X2
Ho(x) =1y Hu(x)=(—1)"¢e A [e ]

Los polinomios H,, son llamados polinomios de Hermite.

e) Muestre que dH,/dx = 2nH,_,. Use esta identidad para mostrar
directamente que los polinomios de Hermite son ortogonales con
respecto al producto interior definido en el inciso a). Calcule su

norma.
f) Muestre que los polinomios de Hermite son funciones propias del
operador
2
Hu - du ’ du

. Sea H un espacio de Hilbert y sea H* su dual. Defina el producto (-,-), en

H* como
(19)« = (Vs Ty) VSfigeH
donde vy y U, son vectores en H asociados a f' y g por el teorema de Riesz.
a) Muestre que (-, -), es un producto interior en H* y que la norma de una
funcional, ||-||, , es igual a la norma inducida por este producto punto.
b) Muestre que (f, g), = f(U,) = g(Uy).

. Use integracion por partes para mostrar que si u y v tienen derivadas

débiles en L? [a, b], entonces, uv tiene derivadas débiles en L2 [a, b] y que
(uv) = u'v+uv’. Muetre que si p es continuamente diferenciable en [a, b],
p > &> 0y pu es débilmente derivable en L?[a, b], con u € L*[a, b],
entonces u es débilmente derivable en L? [a, b].

. Sea p continuamente diferenciable en [a, b] con p > € > 0y sea g continua

Yy no negativa en [a, b] .
Pruebe que para toda f € L?[a,b] existe una Unica funcién u €
H}[a,b]lN H?[a, b] tal que
—(pu') +qu = f
u(a)=ub)=0

Donde la igualdad se entiende en el sentido de L?[a, b]. (Sug.: Use Lax-
Milgram y el problema anterior)

. Considera el operador : C5°[a, b] C L*[a, b] — L?[a, b] dado por

lu=—(pu') +qu

con p y g como en el problema 8. Muestre que unp puede exterder

el dominio de [ de modo que este operador tenga inversa compacta en

L?[a, b). (Sug.: Use el problema 8.)

Sea [ el operador del problema anterior, con p y g como en el problema 8.

a) Muestre que [ tiene una base ortonormal de funciones propias en
L?[a,b).

b) Use este resultado para mostrar que {senx, sen2x,sen3x,...} es un
conjunto ortogonal completo en L?[a, b]. (Sug.:En a) use el problema 9
para definir I™' y laigualdad (I~ f,g) = (I"' f,1I"'g) para demostrar
que ! es auto-adjunto.)
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11. Encunetre la solucion del problema mixto

u(t, x) = Uxx(t, X)
u(0, x) = sin® x
u(t,0)=u(,m=0

a2 ,
(Sug.: Basta calcular el valor del operador e'aZ en la funcion sen? x.)



